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En este trabajo se presentan los resultados del calculo de las fuerzas de arrastre y de Casimir-Lifshitz-Van der
Waals aplicados al estudio de la interaccién de particulas solidas con una interfase de solidificacién. Se
calcularon dichas fuerzas para diversas configuraciones geométricas para el sistema particula-interfase que
incluyen; interfase y particula planas, interfase plana y particula esférica e interfase concava y particula esférica.
Las fuerzas seran aplicadas en modelos dinamicos que describan la interaccion..

Results are presented of the calculations of the drag and Lifshitz-Van der Waals forces applied to the study of
the interaction of solid particles with an advancing solid liquid interface during solidification. The forces are
calculated for different particle and interface geometries including; flat particle and flat interface, spherical
particle and flat interface and sperical particle and concave interface. These forces will be employed in a

dynamic model for the interaction.

L INTRODUCCION

La interaccion de particulas con una interfase
durante la solidificacion ha sido motivo de diversos
estudios desde los puntos de vista experimental y
teérico '. Las teorias para determinar la velocidad
critica de solidificacion para el “pushing” de particulas
emplean dos fuerzas principales y opuestas que deben
estar en equilibrio durante el proceso estacionario.
Estas fuerzas son, las de arrastre viscoso y la de
repulsion de Casimir-Lifshitz-Van der Waals. Con el
objeto de desarrollar un modelo dindmico para
determinar las condiciones de solidificacién que
derivan en tal estado estacionario, se calculan dichas
fuerzas para tres configuraciones morfologicas del
proceso de captura/repulsion; particula e interfase
planas, particula esférica e interfase plana y particula e
interfase esféricas. Los resultados se analizan en
funcion de las consecuencias en el modelo a
desarrollar.

il. METODOS DE CALCULO

Ecuaciones Basicas para el Arrastre Viscoso

La configuraciéon de interés consiste de una
particula moviendose delante, y con el frente de
solidificacién como se muestra en la Figura 1. La
velocidad de la particula es v, y la del frente es v,
la velocidad relativaes v, = v, — v, . Como resultado
de la solidificacion existe un flujo de liquido con un
velocidad igual a la de solidificacion y por

consiguiente, se ejerce una fuerza de arrastre sobre la
particula que depende entre otros de; la velocidad

* Autor a quién debe dirigirse la correspondencia.
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relativa entre particula y fluido v, viscosidad 77, tamafio
de particula R. Para una particula en un medio infinito
esta fuerza estd dada por la Ley de Stokes. Cuando el
fluido tiene restricciones como en este caso en el que se
encuentra una superficie cercana a la particula que
actia como sumidero, la fuerza viscosa se modifica. .
Para una particula esférica y un frente plano que actia
como sumidero la fuerza es®. Fj, = 67nR*v / h,. Esta
ecuacion se obtiene utilizando el tratamiento general a
partir de las ecuaciones de Navier-Stokes® las cuales,
suponiendo que las fuerzas viscosa predominan sobre
las inerciales, se escriben de la siguiente forma:

& A%
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sujeta a las siguientes condiciones de contorno:
en la interface sélido liquido, z=0, v,=0y v, =vy av.
en la superficie de la particula, z=h(), v,=0y v, =v,
v,
La ecuacion de continuidad queda como:

12@v,) . v,

r o o
Luego de la integracion de las ecuaciones (1) y (2) se
obtiene p(r). con ella la fuerza de arrastre se puede
calcular como:

R r £
F, = 127r77v_"0 (r_’.ﬁﬁp—))dr 3)

La separacion entre particula e interfase 4 posee
diferentes formas analiticas dependiendo del tipo de
configuracién geométrica que se trate, los casos que
consideraremos y las respectivas ecuaciones para # que

(¢

=0 (2)
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se obtienen mediante consideraciones de tipo
geométn'cas son: . :

a) partlcula semiesférica ¢ mterfase plana, h—ha =
constante, 1,

A
A 4

Fo

Figura 1. Esquema de la morfologia y las variables
consideradas en la interaccion entre una pamcula y la
interfase de solidificacién

b) particula esférica e interfase plana,
2

| g
¢) particula e interfase esféricas,

h(r) =h, + R(1- ) (})

para 0<7r <7,

h(r)=h, -R +VR? —1* + R— R —

(a)
para7, <r <R

h(r) = h, R'+,/R'2—r +R- \/Ez—_

(5b)
- en las que R’es el radio de curvatura de la interfase'y o
variaentre Oy 1.
La integracién de la ecuacion (3) para los tres casos
considerados resulta en las mgmentes expresiones
analiticas:

: 3 R“
2) 'F g ©)
b F, =12 L 3 an :
) Lp =2 7va(_2+21nhO +2h5)_
r hO )
donde A, = E = )

Cuando la separacién entre particula e interfase es
mucho menor que el radio de la particula la ecuacion
(7) coincide con 1a expresion empleada usualmente en
la literatura. .

c) En este caso la integréci(')n de (3) se realiza en dos

partes; una correspondiente a la parte concava de la-
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(D).

interfase y otra para la. parte plana de la interface. Se
obtienen asi expresiones para la fuerza de - arrastre
‘sujeta -a  las , siguientes condiciones limites y/o
aproximaciones de interés:

i) R=R", la contribucién de la parte plana de

la interface resulta despreciable respecto de la zona r<r0
resultando
=7 .
27

Esta contribucion es mayor que la contribucion de la

parte plana siempre que 7,)\/16A#,R. Esto es, para

valores mucho mayores que este se aplica la
aproximacién de interfase curva (8) y en el otro
extremo se aplica la aproximacioén de interfase plana

ii) R'~R Para esta situaciéon las expresiones
derivadas en la literatura divergen a infinito sin
embargose ha visto que el valor limite maximo esta
dado por la ecuacion (8). Esta divergencia es debida a
la aproximacién cuadratica empleada en otros trabajos®

.para h(r) en la integracion. En lugar de esto, se ehge

aqui realizar la siguiente aproximacién:

11 1 3 12, 60 ;
Bomipom PR P
=L 3
kK

®
donde B = R(1- V) +JR? —r* -JR* =7

La componente de arrastre en la zona curva de la
interfase resulta ser entonces:

,

l;;) 3;2) I-o
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1% e 2V _(p2_ 2V5
2}:;‘[(122 2V - (& 12,2).:,+
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1 I"2 RS _RIS + RI2 _’%2)4 _

0

5H, (Rz _’2)2)5

F, =12nmv

~

J
(10)
Es de notar que tomando el pnmer término solamente
se deriva la. ecuacién (8) que corresponde a a=I.
Ademds, la mayor contribuciéon estd dada por el
término correspondiente a la potencia quinta de los
radios, esta contribucién es negativa como ¢s de esperar
fisicamente.
desarrollar.
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Ecuaciones Basicas para la Fuerzas de Van
der Waals

Las fuerzas de Casimir-Lifshitz-Van der
Waals forman parte del tipo de interacciéon mas
general de Casimir y aplicables a la interaccién entre
solidos separados por vacio o un fluido. Esta fuerza por
uniiiad de area (presion) toma la forma particular dada
por™:

A TR R (b
donde @ es una frecuencia caracteristica del espectro de
absorcion de los tres medios, h es la constante de
Planck y & es la separacion entre los medios solidos.
Esta fuerza es en general atractiva incluyendo metales
en los cuales es siempre atractiva. Cuando la constante
caracteristica cambia de signo esta fuerza resulta
repulsiva. La repulsion de particulas durante la
solidificacion por la interface es atribuida a este tipo de
interaccion. En la mayoria de los casos donde se
percibe esta interaccion repulsiva que contrarreste el
arrastre viscoso es posible establecer un estado
estacionario de pushing. A continuacion se calcula la
fuerza dada por (11) calculando la siguiente integral
para las tres situaciones geométricas planteadas arriba:

n rdr R rdr
Fom = 2”33{I° e h3<r>} -

=2nB,{I, + 1}

(12)
donde 4 esta dada en cada caso por a) 4, . b) Ecuacion
(4) y c) Ecuaciones (5a) y (5b) para cada integral.

2

R
a) F = 7:3325— (13)
R
b) EFow = ”BBE (14)
©)
)
1
24

F,, =278 . :
v =T (R - )34+ 2R 1)
2(A3 —R2 +rb2)2

donde A=hy++R* -1}

(15)
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ii)
ERE et

FLVWEZZ.?B}J , (R =Y - (R - )" |
E _R? 1;?3

(16)

Ambas resultan ser la componente mayor de la fuerza
que corresponde y se desarrolla en la zona de contacto
con la parte curva de la interfase.

lil. DISCUSION DE RESULTADOS

Se han calculado las fuerzas mas importantes
resultantes de la interaccidn de una particula con una
interfase de solidificacion para tres morfologias tipicas.
Estas fuerzas serdn entrada a un modelo dinamico de la
interaccién, a las mismas se agregaran otras
interacciones de menor magnitud como ser el efecto de
la tension superficial debido a la curvatura de la
interfase. Cuando sea posible un estado estacionario.
estas dos fuerzas principales deberan estar equilibradas.
Una condicion simple que se puede aplicar en forma
preliminar para determinar cuando este equilibrio es
posible, se basa en una consideracion del limite minimo
para la separacion h y para la cual la materia
condensada entre particula ¢ interfase pueda ser
considerada un fluido. Equilibrios conseguidos para
distancias menores a esta determinaran la captura de la
particula. Se puede establecer asi un método para
determinar la relacion entre la velocidad de
solidificacion critica con los pardmetros intervinientes
en la interaccion. Con este objeto, en el estado
estacionario se deberan igualar para cada situacidn las
fuerzas dadas por las ecuaciones (6) con la (13), la (7)
con la (14) y la (8) con la (15) y la (10) con la (16).
Evidentemente de estas dos ultimas igualdades resultan
relaciones complejas de analizar. Sin embargo y a los
efectos de mostrar un resultado significativo: utilizando
las dos primeras igualdades se puede observar que las
velocidades criticas resultan ser:

) 17
a) vc - 3 17R2 ( )
y
b _1 5 18
) v“ - 6 nhO(:R ( )

En el caso de particula plana (a) la velocidad critica
disminuye con ¢l cuadrado del radio mientras que para
una particula esférica la relacion cs lineal. Este es un
resultado significativo ya que muestra que la velocidad
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critica depende de la morfologia del sistema y debe ser
considerado como una variable experimental
importante cuando se determinan las velocidades
criticas. Adem4s que a medida que se incrementa el
tamarfio resultard mas facil atrapar una parucula plana
que una esférica.

IV. CONCLUSIONES

Se han calculado las fuerzas de arrastre
viscoso y de Casimir-Lifshitz-Van der Waals aplicables
al estudio de la interaccion de particulas con una
interfase de solidificacion para tres morfologias
diferentes. 4

Las expresiones analiticas de dichas fuerzas muestran

una fuerte dependencia con la morfologia que se trate.
Este resultado tiene implicancias importantes en el
estudio de la interaccion.
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Estos resultados serdn utilizados en la elaboracion de
un modelo dindmico de la interaccién.
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