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Se desarrolla un formalismo que permite estimar la esperanza y la varianza de variables aleatorias
obtenidas con incerteza de truncamiento. El método se basa en la funcién de distribucion de la variable
truncada y en el criterio de maxima verosimilitud. Se demuestra también que cuando el truncamiento es
relevante, el promedio muestral no es un estimador consistente de la esperanza de la variable medida.

Introduccion

No siempre resulta inmediato determinar la
incerteza de una medicion directa. Una de las
situaciones mas delicadas se presenta cuando la
incerteza debida al truncamiento del sistema de
medicion, A/2, es comparable a las variaciones
propias, o, de la magnitud medida. En estos
casos la dispersion muestral, inevitablemente
afectada por A, no es un estimador de . Para
encarar el problema de la estimacion del valor
de la magnitud medida y de su dispersion, es
conveniente  considerar  las  siguientes
situaciones.

A) Si se midiese una magnitud que no
presenta  dispersion  estadistica con un
instrtumento ideal, esto es, que no introduce
errores, se podria informar exactamente el valor
de la magnitud, y como ese valor seria exacto, y
- se sabria que lo es, se le asignaria error nulo.

B) Si se mide una magnitud que no presenta
dispersion estadistica con un instrumento que
introduce error de truncamiento, no se puede
informar exactamente el valor de la magnitud,
s6lo se puede afirmar con seguridad que la
magnitud se encuentra en un determinado
intervalo. En este caso, a pesar de que se
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incremente el nimero de mediciones, el valor
informado por el instrumento siempre sera el
mismo. Para afirmar lo anterior se asumi6 que
tanto la magnitud como el método de medicion
no presentan dispersion estadistica. En el caso
de utilizar un instrumento con divisiones de
escala equiespaciadas, asumimos que el método
de medicion da como parte de su resultado la
division de la escala que se encuentra mas
proxima a la magnitud medida. En otras
palabras el método consiste en un redondeo. La
otra parte del resultado es el error asociado a esa
medicion: el error asignado habitualmente es la
mitad de la distancia entre las divisiones de la
escala. Se destaca que este error no proviene de
calcular la varianza de ninguna funcion de
densidad de probabilidad (f.d.p.).

C) Al medir con error de truncamiento una
magnitud fija, empleando un sistema de
medicion que presenta algin tipo de dispersion
estadistica, no es posible informar exactamente
el valor de la magnitud. Se puede informar
como resultado de la medicién los momentos de
primer y segundo orden de los datos obtenidos.
En el caso de suponer que el método presenta
distribucion normal de pardmetros U y o,
N(u,0), se vera que el momento de primer
orden no es un estimador consistente de p; esto
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es, aun en el limite de infinitas mediciones el
promedio muestral puede diferir de p.

D) Por ultimo, cuando se mide una
magnitud que presenta dispersion estadistica de
algin tipo con un instrumento que tiene error de
truncamiento, tampoco es posible informar
exactamente algin valor particular de la
magnitud en cuestion porque estd descripta por
_una f.d.p. Justamente interesa conocer lo mejor
posible los parametros de esa f.d.p., que estan
determinados ya sea por el método; por
variaciones propias de la magnitud medida; o
por ambos factores. El tratamiento de los datos
experimentales debera dar por resultado un
valor y una incerteza para cada parametro de la
f.d.p.

Este trabajo consiste en desarrollar un
formalismo aplicable a las dos ultimas
situaciones expuestas, es decir, que trate datos
de una magnitud que presenta dispersion
normal, tomados con un instrumento que
introduce error de truncamiento. '

Desarrollo

Tanto en el caso en que las fluctuaciones de
las lecturas efectuadas con un instrumento con
error de truncamiento sean debidas a
variaciones de la magnitud en cuestion como al
sistema de medicion, el tratamiento matematico
propuesto sera el mismo.

El desarrollo matematico parte de suponer
una  variable aleatorta X  distribuida
normalmente con parametros B y G que se
desean determinar. El instrumento de medicion
se modelard de la siguiente manera: tiene
divisiones equiespaciadas a intervalos de ancho
A. Cuando se realiza una medicion, la variable
aleatoria X adopta un valor x. Si x pertenece al
rango del instrumento se obtiene una lectura.
Esta lectura sera aquella division que se
encuentre mas cercana a x (Fig. 1).
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Fig. 1: Esquema del instrumento de medicion.

La escala del instrumento tendrd wuna
posicion relativa fija respecto de p. Tomando
las lecturas del instrumento como eventos de
interés, la probabilidad de obtener una lectura x
cualquiera, es la probabilidad de que X adopte
cualquier valor dentro del intervalo [x - A/2 , x
+ A/2):

La funcién g(x) depende paramétricamente
de p, o y A. Si se tiene entonces un instrumento
cuya resolucion es A y si se admite que i.A es
una lectura posible (ieZ, donde i es el indicador
del intervalo), -entonces la probabilidad de
obtener la lectura i.A en una medicion sera
g(iA). Esto significa que la funcion g(x) al ser
evaluada en los valores correspondientes a las
lecturas del instrumento representa un
histograma (teérico, de variable discreta) que
indica la frecuencia relativa con la que deberia
obtenerse cada lectura. Puede verificarse que
g(iA) 20 Viy que

> g(iA)=1 VA eR,

j=—

con lo cual queda garantizado que g(iA) es una
funcién de probabilidad discreta'.

Obteniendo la curva tedrica que mejor se
ajuste’ al histograma experimental es posible
estimar @ y 6. Dado un instrumento, la
biyectividad entre cada N(u,o) y cada g(i.A) se

Entendemos por mejor ajuste aquel que surge de
aplicar el criterio de ML u otro equivalente que se
especifique.
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puede demostrar matematicamente en base a

que 1 y o son independientes (un corrimiento

en 1 no puede compensarse modificando c).

Para encontrar la funcién g que mejor se
ajusta al histograma experimental se aplicara el
criterio de maxima verosimilitud®> (ML). Para
cada lectura, pueden ocurrir solo dos eventos: se
ley6 o no se leyo i.A. La probabilidad de
obtener i.A es g(i.A).

El nimero de formas distintas de que, una
vez realizadas N lecturas, n; correspondan a la i-
sima division esta dada por

NI

+c0
Hn;!

j==00

y la funcion de verosimilitud resulta.

L=Ntﬁg('

A
m— M

L es la probabilidad de obtener un
histograma experimental, en el cual no interesa
el orden en que se realizaron las distintas
lecturas, sino los totales por clase n;.

Maximizando L es posible obtener los
parametros de g(i.A). Aplicando logaritmos, la
expresion a maximizar resulta

0
InL=C+ 2nilng@.A)

i=-00

donde
N!

n o
H”r‘ !
f=—0

C=1

no depende de las incognitas p y ©.

Finalmente se define la funcion objetivo

S=-InL+C=-2, mlng(i.A)

j=—c0

¢))
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que depende de los parametros de g: u, 6 y A.
Una vez realizadas N mediciones (y en
consecuencia, conocidas »;), se toman como
estimadores de 1 y ¢ aquellos que minimizan S,
(esto es, maximizan L) asumiendo A conocida a
partir de las caracteristicas del instrumento. Si
bien estos estimadores pueden resultar sesgados,
en el limite N—co tienden a los parametros p y
o de la gaussiana original puesto que son
estimadores de ML, La minimizacién de S no
tiene solucion analitica pero es de facil
tratamiento numérico.  Algoritmos de uso
difundido, tales como los basados en técnicas
Quasi-Newton o Nelder-Meade® se desempefian
satisfactoriamente.

El promedio muestral

Puede verificarse que la  esperanza
matematica de la variable truncada, £, se
relaciona con p mediante

n=E+(A/2) f(3,0) (2)
siendo

f(,0)= 2§ (o —i +%) gliA)

donde & es la diferencia entre p y el valor de
lectura, i, A, mas proximo a p (esto es, u =1, A
+9).

La expresion (2) establece que en presencia
de errores de truncamiento (A#0) el promedio
muestral, que converge a £ a medida que se
incrementa el nimero de datosz, es un estimador
consistente de u si y so6lo st f8,5)=0.

El grafico de f puede verse en la Fig. 2. No
se ha graficado f en el dominio 5&(-0.5,0) pues
es impar como funciéon de 6. Se observa que
cuando 8~0.5, f>1 a medida que o/A
disminuye, con lo cual, £ dista de p en A/2. Por
lo tanto, si 6 << A, so6lo puede afirmarse que
p=FE+ A/2, dado que & es desconocido.

Puede verificarse que f~0 cuando c/A>>1,

lo cual indica que cuando la incerteza de origen
estadistico es dominante, el error de
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Fig 2: f en funcién de d para varios valores de
o/A.

truncamiento no afecta la estimacién de M,
como cabe esperar.

De la Fig. 2, se ve que los maximos de f
aumentan a medida que ¢ disminuye (a A fijo).
De esta forma si se dispone de una cota inferior
para o, G, es posible afirmar que p pertenece
al intervalo centrado en E de amplitud
A/2 Max[f(8,6;,)]. Un valor para 6., puede
estimarse a partir de la varianza muestral, o bien
de analizar la convergencia de los estimadores
de o conforme aumenta el nimero de datos.

Conclusiones

La determinaciéon de p y o a partir de
mediciones afectadas por incerteza de
truncamiento puede efectuarse minimizando la
expresion (1), que es valida en el caso general.
La convergencia de los valores que de ella se
obtienen, a medida que se incrementa el nimero
de datos, esta garantizada por ser de ML.

En principio es posible aproximarse tanto
como se quiera a los pardmetros U y ©,
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aumentando el nimero de mediciones,
independientemente de la incerteza de
truncamiento del instrumento. Ello se debe a
que ademas de las frecuencias relativas de las

lecturas, se cuenta con el conocimiento de la

fdp. que las describen incluyendo el
truncamiento.
El limite practico se da cuando el

truncamiento es de tal magnitud, comparado
con o, que todas las mediciones arrojan el
mismo resultado. En ese caso, solo se puede
afirmar que p=FE + A/2.

A partir de los valores de f{d,5) ilustrados en
la Fig. 2 puede verse que si A <2 ¢ el efecto del
truncamiento es irrelevante, y en consecuencia
el promedio y la dispersion muestrales pueden
tomarse como estimadores de p y O,
respectivamente. En otro caso es conveniente
estimar p y ¢ minimizando (1).
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