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En este trabajo se estudia el problema de la extrusién de un liquido muy viscoso con reologia no newtoniana.
Se obtienen soluciones vélidas en el entorno de 1a desembocadura, que resultan ser autosimilares de segunda

especie.

INTRODUCCION

El fenémeno de la extrusién de un liquido
muy viscoso a la salida de un conducto no se
comprende todavia en muchos de sus detalles.
La razén esencial es que al mismo contribuyen
causas muy diversas como los sutiles balances
de esfuerzos viscosos y gradientes de presién
cerca de la desembocadura, generacién de
ondas en la superficie libre, etc.. El fin de este
trabajo es presentar las soluciones
correspondientes al flujo lento viscoso, en
estado estacionario, de un fluido con una
reologia del tipo de Ostwald-de Waele en la
inmediata proximidad de la desembocadura.
Dado que un fluido de tales caracteristicas estd
caracterizado por un solo pardmetro
dimensional, muy cerca de la desembocadura
la ausencia de escalas naturales de longitud y
de velocidad conduce a que la solucién sea
autosimilar de segunda especiel, con la
complicacién adicional de tener una superficie
libre a determinar. La ventaja de tal solucién
es que permite analizar en detalle el delicado
equilibrio de esfuerzos que es, en parte,
responsable del fenémeno de extrusién y que
es muy dificil de obtener por otros métodos,
incluso observaciones experimentales2.

FORMALISMO

Las ecuaciones que describen el flujo lento,
estacionario de un fluido de Ostwald de Waele
son

I-n

Vp=V-[B(é,mé,m)7é:|, V=0, (1)

dondeé =4[Vv+(V¥)'], es el tensor
velocidad de deformacién, B es la viscosidad
cinemdtica generalizada, n €l indice reolégico,
p la presién dividida por la densidad uniforme,
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y v la velocidad. En el entorno de la
desembocadura el flujo puede considerarse
plano, lo que permite introducir una funcién
de corriente y. Empleando coordenadas
cilindricas con origen en la desembocadura,
las dos componentes de la velocidad son

19y oy
[P T e — 2
KT ve or - @

Dado que las condiciones de contorno no
introducen pardmetros con dimensiones (sdlo
interesan diferencias de presién, por lo que la
presién externa puede considerarse nula) un
andlisis dimensional elemental conduce a las
siguientes expresiones de y y de la presién:

w=Kr®f(6), p=BK"r'=g(6), 3)

donde fy g son funciones sin dimensiones de
8, K una constante con dimensiones
determinada por el problema no autosimilar, y
a el exponente de similaridad a determinar.
Tomando como nulo el valor de y co-
rrespondiente al contorno sélido (localizado en
6=20,) y a la superficie libre, es claro que
esta ultima estd determinada por la linea
(plano en realidad) 8=6,, f(6y)=0. El valor
de 6y debe determinarse como parte de la
solucion. Las condiciones de contorno son
velocidad nula en 6=6,, y esfuerzos y
velocidad normal nulas en 6=6;, esto es
v,=vg=0 en 6=0,,, mientras que en =06y
es vyg=0,
D+ B(Eimtim) > £06=(EimEim )1# €9=0
Usando (3) en la primera de las (1) se llega al
siguiente sistema parafy g:

f =k, K=s+a(a-2)f, (4.a)
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s’=2yh P -2(a-1)y+2)hk-
4B(a~1)%skk’}/ (h+Bs>), (4.b)

g'=%(y+2)hﬁs—(a—l)/3h/3‘lkh’-—
@-DPK, (4.0

donde h=2(a-1)2k*+is%, B=(@1-n)/2n,
y=(x—-2)(1+2B), y la prima indica
derivacién respecto de 6. Las funciones
auxiliares k y s se introducen para tener un
sistema de ecuaciones de primer orden, lo que
simplifica su resolucién numérica.

Las condiciones de contorno se escriben
como f=k=0 en 6=0, y f=s=0,
g=(a—-1kh"” en 6=0,. El valor de k puede
elegirse arbitrariamente debido a que distintos
valores de k s6lo producen un reescalado de
las distintas magnitudes, que estin siempre
determinadas salvo por un factor; los valores
de o y de 6y permanecen invariables. La
condicién f=0 en 6 =0, expresa el hecho
que el contorno sélido es una linea de
corriente (velocidad normal nula), mientras
que k=0 en 6=86, corresponde a la
condicién de no deslizamiento.

La solucién se obtiene entonces de la
siguiente manera: se integra el sistema (4)
desde la superficie libre 8=6; hacia el
contorno s6lido 6 =6, (el 8y puede elegirse
arbitrariamente dado que el sistema (4) es
auténomo); los valores de las funciones en
0=6; estdn completamente determinados una
vez que se elige un valor de «, teniendo en
cuenta que, como se menciond mds arriba, k
puede elegirse arbitrariamente. De esta
manera, para cada valor del indice reolégico n
existe un solo pardmetro libre, el exponente ¢,
que debe elegirse para que se satisfaga en
algin valor de 6 que fy k se anulen
simultdneamente, correspondiendo a las
condiciones de contorno en el contorno sélido;
la diferencia entre el valor de 6 en el que esto
sucede y el 8y elegido proporciona entonces
la posicién relativa de la superficie libre.

Un punto importante es el rango de validez
de la aproximacidn de flujo lento viscoso. A
falta de escalas naturales de longitud y
velocidad, que permitan definir un ‘mimero de
Reynolds’, la importancia relativa de los
términos de viscosidad y de inercia (estos
ultimos despreciados en la aproximacién
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usada), puede estimarse usando que y=rc.
De esta manera,

CAUY I C = S
}B(élmélm)lﬁ

Dado que se intenta describir el flujo cerca de
la desembocadura, la aproximacién de flujo
lento serd valida si el exponente de r es menor
que uno, esto es,

2(n-1)
2n-1

©)

o>

CASO NEWTONIANO

El caso newtoniano (n=1) ademds de su
interés especial, presenta la particularidad de
ser totalmente analitico, el sistema (4) se
reducea (f=0, y=a-2)

=k, (7.2)
K=s+oa(a-2)f, (1.b)
s’=2[(a—2)g—a(a—l)k], (7.0)

g=tas—(a-DK',  (1.d)
que se reduce a una sola ecuacién para f:
IV +a? +@-22f "+ (@-2) £ =0,(8)
cuya solucién general es

f=Asin(a6)+ Bcos(a0)+
Csin[(oc—2)9]+Dcos[(a—2)9]’ ©)
con ¢#0,1,2 (si =0,1,2 la solucién no

satisface las condiciones de contorno).
La expresién de g es

2 ’ ”nr
—_—u, (10)
2(0-2)

Las condiciones de contorno sobre la
superficie libre se escriben

f6)=0, f"(6y)=0 , (1l.a)

F(0)+[3(a=1)2+11f"(6)=0, (11.b)

Para simplificar el problema conviene tomar el
origen de 8 en la pared (6, =0), con lo que
las condiciones de contorno en la misma son

f0)=0, f(0)=0 » (12)

Usando (9) en las (11) y (12) se obtiene un
sistema de ecuaciones lineales para las
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constantes A, 8, C y D. Con la notacién
o= (190 , O =(a—2)90 resulta

X =sinoy - azsinaz, (13.a)

2

Xy =0asina)—a(o—2) sinoy, (13.b)

3cosoy +o(a—2)? cosary +

X3 =0
» ,(13.¢)
a[3(a-1)“+1)(cosa; —cosy)

Y)=cosa;—~cosoy, (13.d)

Yy =a2cosa1 —(a—2)2cosa2, (13.e)

3

Y3=a3sinoy —(@-2)>sina, -

N , (13.9)
[B(ax—1)*+1][asinay —(0r—2)sin g ]

las condiciones para que exista solucién no
trivial son

XY, —-X,Y;=0, (14.a)
X;Y3—-X3Y;=0, (14.b)
XpY3—X3Y, =0, (14.c)

Estas condiciones dan como resultado
6y=mr, (15.3)
sin[2(a-1)z]=0, (15.b)
1+cos[2(ax—1)x}=0, (15.c)

De donde se obtiene que a=q+%, siendo g un
nimero entero. Las " soluciones
correspondientes son

w=Kr"*7(cosl(q+3)0]—coslig-18)). (16)

De todas las soluciones del tipo (16) sélo
aquella con g =0 corresponde al caso en que f
se anula sélo donde su derivada también lo
hace, lo que significa que no hay puntos en el
seno del fluido donde Wy se anule y, por lo
tanto, todo el fluido proveniente del interior
del conducto se ‘derramard’ eventualmente
(recuérdese que se ha tomado y =0Oenla
pared y en la superficie libre). En general, el
valor de ¢ (cuando g > 0) es el nimero de
veces que la funcién de corriente y se anula en
el interior del flujo, de manera que g + 1 es el
nimero de regiones en que queda separado el
flujo.
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Fig. 2: lineas de corriente (trazos) e isobaras para o= 5/2

La solucién asintética para el flujo de
extrusion tiene ® =3/2 (fig. 1) yes

v=K r32[cos(30/2)~cos(8/2)], (17)

Nétese que el exponente satisface la condicién
(6) de validez de la aproximacién de flujo
viscoso lento. Una particularidad de esta
solucién es que el esfuerzo viscoso sobre la
pared diverge al acercarse a la desembocadura
como d-1/2 siendo d la distancia a la
desembocadura, en acuerdo con la asintética
de soluciones conocidas3.
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Fig. 3: Espectro de autovalores

Las soluciones con g=%1,%+2,... (sélo
g =2—1 satisface la.‘condicién (6)) son la
asintética-de flujos mds complicados que el de
simple extrusion, y representan la interaccién
de chorros entrantes con un flujo de extrusién
(p. e. la figura 2 corresponde a a=5/2 y f(6)
tiene un cero en el interior del fluido dando
lugar a una separatn'z). :

CASO NO NEWTONIANO \

Cuando la reologfa es no newtoniana
(n#1), la soluciéon del sistema (4) debe
efectuarse numéricamente. En la siguiente
figura se muestra el espectro de autovalores o
usando como variable independiente a p=(n—
1)/(n+1). La zona sombreada ‘indica dénde no
se cumple la condicién (6), de validez de la
aproximacién de flujo viscoso lento; el indice
v indica el nimero de ceros de f{6) en el seno
del fluido.

Los flujos correspondlentes presentan
contracciones o expansiones de la superficie
libre respecto del caso newtoniano. La
determinacién de la solucién que se observa
experimentalmente requiere un estudio
detallado de la estabilidad de las soluciones.
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