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Se estudian mediante simulaciones numéricas corrientes viscogravitatorias con tiempo de espera producidas a
partir de perfiles iniciales en que el espesor del fluido es proporcional a una cierta potencia (p) de la distancia al
frente. Para este tipo de condiciones iniciales, Kath y Cohen demostraron teéricamente que: (a) si p<2/3 el frente se
pone en movimiento de inmediato (es decir no hay tiempo de espera), (b) si p=2/3 el frente permanece inmévil por
un tiempo finito, (c) si p>2/3 se obtienen soluciones con tiempo de espera en las que aparece un “corner shock” (CS)
mévil detras del frente, que se pone a su vez en movimiento cuando es alcanzado por el CS. Sin embargo, salvo para
el caso p=2/3 no hay estimaciones teéricas del tiempo de espera. Este trabajo apunta principalmente a: (1) determinar
cémo dependen de las condiciones iniciales el tiempo de espera y la posicién y movimiento del CS, (2) determinar la
asintética de la solucién en el entorno del frente y cerca del instante en que éste se pone en movimiento para
encontrar la relacién 3=3(p), esto es, a cuél de las soluciones auto-semejantes de segunda especie LOT (estudiadas en
otro trabajo) tiende. Se encuentra que (si p>2/3) sélo se pueden obtener soluciones con 1<8<13/10, esto es
soluciones LOT tipo £, pero no se observa la sucesién infinita de “corner shocks” (CS) que se acumulan en el frente,
tipico de este tipo de soluciones. No es posible para ningiin p obtener soluciones con 8>13/10.

We study numerical simulations of the evolution of waiting-time viscous gravity currents starting from initial
profiles such that the depth of the fluid is proportional to a power (p) of the distance to the front. For that type of
initial conditions, Kath and Cohen found that: (a) if p<2/3 the front begins to move immediately (there is no waiting
time), (b) if p=2/3 the front remains motionless for a finite time, (c) if p>2/3 we obtain waiting time solutions with a
moving “corner shock” (CS) behind to the front, that begins to move when it is overtaken by the CS. However,
except for the case p=2/3 there are no theoretical estimates of the waiting time. This work focus mainly to: (1)
determine how the waiting time and the position and motion of the CS depend on the initial conditions, (2) determine
the asymptotics of the solution in the neighborhood of the front and near to the moment when it starts moving, to
find the relation 8=3(p), that is, to which of the LOT self similar solutions (studied in another paper) it tends. We
find that (if p>2/3) we only obtain solutions with 1<8<13/10, that is LOT of type £, but the infinite series of “corner
shocks” (CS) that accumulate in the front, typical of this kind of solutions, is not observed. Solutions with >13/10

are never found.

INTRODUCCION

Las corrientes viscogravitatorias!:2.3 (CVG)
sobre una superficie plana horizontal y rigida
satisfacen una ecuacion de difusién no lineal del
tipo A =V -(h"Vh), con m = 3. Por simplicidad
trataremos problemas en una dimensién y con
simetria plana. Entonces A, =(h"h ),, que tam-
bién podemos escribir en la forma u=h""h,,
h =(uh), (h=(g/3v)"*H, H: profundidad del
fluido, x: coordenada espacial, #: tiempo, u: ve-
locidad media, v: viscosidad cinematica, g:
gravedad). Las CVG son un caso modelo, pues
se pueden estudiar mediante experimentos
simples. La generalizacién a m cualquiera no
presenta dificultades3.

Las ecuaciones no lineales de difusién tienen
soluciones con tiempo de espera* (STE), cuyo
frente queda inmdvil durante un lapso finito ¢,,
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mientras ocurren cambios detras de él. Para fijar
ideas suponemos que el proceso comienza en
t =—t,; inicialmente el frente estdi en x=0:
h(0~-t,)=0 y h(x~t,)#0 para 0<x<x,
siendo A, su valor caracteristico; el frente
arranca luego de transcurrir un tiempo #,, €s
decir, en t =0 (la condicién de contorno en x,
corresponde a una pared: A,(x,,t)=0 para
t >—t,). La teoria de las STE presenta temas
abiertos que comprenden la relacién entre
condiciones iniciales y tiempo de espera y la
asintdtica cerca del frente para tiempos pro-
ximos al momento del arranque.

Acerca del primer problema se sabe muy po-
co, mas alla de algunos teoremas generales que
fijan cotas inferiores3:¢ para ¢,. En el limite
m<<1 y para condiciones iniciales del tipo
ho x? se sabe’ que el comportamiento de la so-
lucién depende de p. Esto se relaciona con la
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posibilidad de que se forme un “corner shock”
(CS) en la solucion (un corner shock designa
una discontinuidad débil de A, y por extension,
toda variacion rapida de 4,). Si 0< p<2/m, no
hay tiempo de espera (el frente se pone en movi-
miento inmediatamente). Si p=2/m , el frente
se mueve luego de un tiempo finito ¢,, y en ese
instante se forma un CS en el frente (en este
caso hay una solucion analitica para ¢ <0 que
diverge en 1=0 y no se puede continuar para
t>0). Si p>2/m el frente arranca luego de es-
perar un tiempo f,, pero antes (en f=-f,
—t, < 0) aparece un corner shock en x = x;, que
se mueve hacia el frente, el cual se pone en mo-
vimiento (¢ = 0) cuando es alcanzado por el CS.
Salvo para p=2/m no hay estimaciones tedri-
cas de t,; tampoco se sabe qué pasa si se quita la
restriccion m << 1; los resultados experimenta-
les y numéricos son escasos’-8. Cercade t=0y
en el entorno del frente, o sea para |x|<<xo,
|t| << ., || << ko, ninguno de los parémetros ca-
racteristicos de las condiciones iniciales inter-
viene en la solucion, por lo cual la asintdtica de
la STE es autosemejante (AS) de II Especie.
Soluciones AS con tiempo de espera (soluciones
LOT) se conocen hace tiempo? y las estudiamos
en detalle en otro trabajo8. Son de la forma
h=[x2ZE)/t], wu=xV(E)/t, &=x/bt?
(A=Inft|), existen para & >1 y son de tres
tipos: si 1<8 <13/10, A y u presentan una es-
tructura consistente de una sucesion infinita de
CS, cuyo punto de acumulacién es el frente (ti-
po L). Si 8 >13/10, las soluciones no tienen
CS (tipos E y A). Las constantes 8 y b no se co-
nocen de antemano sino que dependen de las
condiciones iniciales, de una forma hasta ahora
desconocida y que sélo se puede conocer estu-
diando experimental o numéricamente la asint6-
tica del problema de valores iniciales.

En este trabajo obtenemos soluciones numé-
ricas del problema de valores iniciales (no auto-
semejante) para CVG con simetria plana con
perfiles iniciales del tipo s oc x? (estas condicio-
nes iniciales permitiran verificar si los resulta-
dos tedricos de Kath y Cohen’ dependen o no de
la restriccién m <<1). Los resultados sobre la
dependencia de 8 y ¢, con p, el movimiento del
CS y del frente, la evolucion de los perfiles, etc.
pueden compararse con los derrames con tiempo
de espera estudiados por el grupo del IFIS
(UNCPBA, Tandil). El estudio numérico de la
asintética cerca del frente y proximo al momen-
to del arranque permite determinar la relacion
entre & y las condiciones iniciales, y aclarar si

316 - ANALES AFA Vol. 6

las tres clases de soluciones LOT tienen sentido
fisico.

ESQUEMA NUMERICO

Usando las variables adimensionales # =
hihy, w=uluy, X=x/x5, T=t/ty; (x,:
longitud de la corriente, A, = h(x = xo,t =—t,,),
to=x¢/h3, uy= h/x,), la ecuacion a resolver

es:
b =(hhy)y )
_ Los perfiles iniciales seran de la forma
A(X0)=(p+1)x? (p>0, el factor p+1 se eli-
ge para normalizar el volumen): el frente esta en
¥=0 yen X =1 suponemos que hay una pared
ideal que sostiene al fluido. Nos interesan las
soluciones durante el tiempo de espera y tam-
bién su evolucién luego del arranque (en lo que
sigue omitiremos las tildes en las variables, pues
no ha de producirse confusion).
Discretizamos la (1) usando un esquema impli-
cito de tres niveles que lleva a un sistema de
ecuaciones algebraicas a ser resuelto en cada pa-
so temporal. Resolvemos el sistema en forma
iterativa con el método de inversiéon de Gauss-
Seidel no lineal incluyendo en el c6digo un pro-
ceso correctivo que acelera las iteraciones usan-
do un criterio de convergencia menos estricto!9.
Elegimos un método implicito centrado en el
tiempo para reducir los errores que pudieran
difundirse, como viscosidad numérica en la
solucion, y asi tener perfiles muy precisos sobre
todo en la zona entre el frente y el CS. El
esquema numérico es de segundo orden centra-
do en tiempo y espacio. Ponemos (A, )™~
(3h™' —4h" + h*1)/2At, con un error del orden
Ar? (los superindices indican el paso temporal).
Discretizamos las derivadas espaciales en forma
conservativa (para conservar mejor el volumen
de la corriente): [(4°h,), I1*=
Ax ()T (B =R )~ (B)3 5 (B ~ A}, (G in-
dica un punto de una grilla espacial de N +1
puntos, los subindices indican el paso espacial).
Asi llegamos a un sistema tridiagonal
(G=2,..,N) '

%h}nl _ x(arlh;:‘l _b;1+lh}u—l +c;+lh;:ll
=20 —3h" ()

con A= Ar/Ax? a;*t= (h? n = T[h} +hf-|]"+' ;
c}n»l = (h3 ;::/2 = '%'[hjﬂ +h}]"” ; b}”l - a}n—l +C}'+I .

La condicién de contorno 4, =0 en la pared
(j=1)da (b, -h)/24x =0, porlo tanto b, =hy y
ademas ! =a*!, entonces la ecuacién dis-
cretizada para ese nodo es:
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(%_'_ Kb]”” )hlnﬂ _ zkclnﬂ éz+l - Zhln _%hln-l (3)

y en el dltimo punto de la grilla (j=N+1,
donde % = 0 siempre) se tiene Ay, = 0.

El error en la aproximacioén de 4 resulta ser
€ =653(h?2/x)’At? (x=1y h =1 son las esca-
las de x y h) luego € <<1 determina Ar
(Ar << 0.04).

Para observar la asintdtica se requiere gran
precisién cerca de x =0, por lo cual empleamos
una grilla espacial del tipo!! x &2, -1<& <1
con AE =10-* (2000 puntos entre § ==1). Asi
Ax ~107¢ cerca del frente que espera. La preci-
sion buscada requiere pasos temporales cortos
(At ~107%) lo que implica un considerable volu-
men de célculo. Por ello usamos la Apollo 750
del INFIP (~40 Mflops), que ademas permite vi-
sualizar los resultados en tiempo real usando las
rutinas graficas Starbase™.

RESULTADOS

Anilogamente a lo que ocurre cuando
m<<1, se encuentra que el frente se mueve de
inmediato si p<2/m=2/3; en cambio si
p>2/3 se observa el fendmeno de tiempo de
espera. Si p>2/3, la evolucién temporal de la
solucion muestra que el perfil se deforma hasta
que se forma un CS (esto es, un pequefio inter-
valo de x donde hay una variacién muy rapida
de h,), luego el CS avanza hacia el frente, y
cuando llega a é€l, el frente se pone en movi-
miento (Figura 1). La formacién y evolucion del
CS se reconoce a partir del comportamiento de
h.y h, (Figuras 2 y 3). En todas las soluciones
con tiempo de espera se forma un CS.
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Figura I: Evolucion del perfil durante el tiempo de espera.

Las leyes de movimiento del CS y del frente
se representan en los graficos de logx; y logx,
vs loglt|. Se ve que cuando || - 0 esos movi-
mientos tienden como se esperaba a la asintética
autosemejante (x,, x, c£3). La dependencia de
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t, en p se ve en la Figura 4. Todas las STE estu-
diadas numéricamente tienen una asintética AS
que corresponde a las soluciones LOT tipo L8,
tanto por el valor de & como por la forma del
perfil, que presenta un CS. Para ningun p se ob-
tiene & > 13/10 ni soluciones sin CS: las asint6-
ticas tipos £ y A nunca se observan.
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Figura 2: Evolucién de h, durante el tiempo de espera.
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Figura 3: Evolucién de h,, durante el tiempo de espera.

0.16.

Ly

0.14 4

0124

0.10 4

0,081

0.06 4

06 08 1o 12 14 15
Figura 4: Dependencia de t,, con p.
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Figura 5: Dependencia de & con p.

Las soluciones LOT tipo £ tienen una estruc-
tura consistente en una serie infinita de CS con
punto de acumulacion en el frente. Nosotros in-
vestigamos si las STE numéricas presentaban
una serie de CS, con resultados negativos: con
perfiles iniciales del tipo / oc x” nunca fue posi-
ble observar mas de un CS. Aqui corresponde
aclarar que los sucesivos CS de las soluciones
tipo L aparecen en escalas espaciales exponen-
cialmente decrecientes. Es dificil revelar una es-
tructura con esa caracteristica en las soluciones
numéricas, por lo que el hecho de no observarla
podria ser atribuido a limitaciones del método
numérico.
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Figura 6: Movimiento del CS'y del frente.

Para descartar esta posible explicacién desa-
rrollamos otros cddigos utilizando diferentes es-
quemas de resolucién (por brevedad omitimos
detalles) lo que nos permite afirmar que la apari-
cién de un Unico CS no se debe a limitaciones
numéricas, sino que es una propiedad genuina
de nuestras STE, que desde luego depende del
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tipo particular de condiciones iniciales elegidas.
La discusién de este resultado se da~en otro
trabajo.8

CONCLUSIONES

Nuestra investigacion numérica de las CVG a
partir de perfiles iniciales tipo /4 o« x? ha permi-
tido obtener los siguientes resultados:

(@) si p<2/m=2/3 el frente se mueve de
inmediato. .

(b) si p>2/3 hay tiempo de espera. Primero
el perfil se deforma hasta que se forma un CS,
Iuego el CS avanza hacia el frente, y cuando
llega a él, el frente se pone en movimiento. En
todas las STE se forma un tnico CS. La asintoti-
ca cerca del frente y préoximo al arranque es AS
del tipo L, tanto por el valor de 8 como por la
forma del perfil (con la salvedad que aparece un
solo CS). Las asintdticas tipo £ y A nunca se
observan.

En consecuencia los resultados tedricos de
Kath y Cohen se pueden extender a m=3.
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Figura 7: Grdfico log-log del movimiento del CS y del frente.

APENDICE

Como ¢, no se conoce de antemano, en la
practica los calculos se efectian tomando como
origen del tiempo el instante inicial y se deja
evolucionar la solucién hasta que el frente arran-
ca y recorre una distancia apreciable. Una vez
determinado el instante #, del arranque, se rede-
fine la escala de tiempos tomando ese instante
como origen (o sea t —> £ —t,).

La posicion del CS se define (arbitraria-
mente) como la coordenada del maximo de A,.
La definicion del tiempo de aparicién del CS es
por supuesto arbitraria, porque siempre hay un
maximo de Ay; nosotros consideramos que se ha
formado un CS cuando A, supera una cota
prefijada.
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La determinacion de ¢, depende del criterio
utilizado para definir el momento en que el
frente comienza a moverse (no es fécil recono-
cer ¢, a partir de la ley del movimiento pues
Xy, Xy oct® con 6 >1 cuando |t|— 0). Hemos
probado diversos criterios: (a) la apariciéon de
fluido en la celda inmediatamente delante del
frente (fijamos arbitrariamente 4, =107°; si
h> h, se considera que ha llegado fluido a la
celda), (b) la aparicién de un caudal apreciable
en la celda delante del frente, (c) la aparicién de
una velocidad apreciable. En todos los casos se
detectan variaciones de varios Ordenes de
magnitud de dichas cantidades en el momento
del arranque y los diferentes criterios son
concordantes, por lo cual finalmente resolvimos
usar el criterio (a). La posicion del frente
después del arranque se determina también
mediante un criterio de 4> h,,.

Hay basicamente dos maneras de obtener 0 a
partir de la asintética: (a) a partir del
movimiento del CS y del frente, (b) a partir del
perfil. La primera se funda en que x,, x; < #® en
el régimen asintotico (|x|<<xo, |t <<t.,
|W<<h). La segunda se basa en que
hocx@18)3  yocx!-18 (cuando ¢ =0, |x| << xo).
En ambos casos hay una arbitrariedad relaciona-
da con la extension de la region espacial y tem-
poral dentro de la cual se considera que la solu-
cion ha alcanzado la asintotica AS. Por ello es
dificil lograr una determinacion precisa de d.

Los resultados obtenidos a partir del
movimiento del CS y del frente dependen
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fuertemente de qué datos se incluyen dentro del
intervalo temporal autosemejante (por eso
elegimos un paso temporal tan pequefio) y de la
precision con que se determiné f,. Si p es
proximo a 2/3 el CS se forma muy cerca del
frente y del instante del arranque, y es muy
dificil seguir su evolucion, por lo cual el &
obtenido con el primer método es poco preciso.

Este trabajo contdé con el apoyo del EC
Contract/Grant N° CTI*CT91-0944.
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