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In previous works we have deueloped the formalzsm of proper time parametri-
zed quantum mechanics for spzn-§ systems. This formalism is based on the:
parametrization of the Dirac equation originally proposed by Feynman. In this
work we show that this equation is a non-massive Dirac equation in a five-
dimensional pseudo-Euclidean manifold and corresponds to an irreducible rep-
resentation of the inhomogeneous de Sitter group. This fact reinforces the proper
" time interpretation we have giwen to the evolution pammeter in previous works
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En trabaJos anteriores hemos desarrollado un formalismo de la mecéanica
cuantlca relativista parametrizada en un “tiempo propio” para sistemas de
espln-— Este formalismo se basa en la parametrizacién de la ecuacién de Dirac
propuesta originalmente por Feynman. En este trabajo mostramos que dicha
ecuacién puede verse como una ecuacién de Dirac “no-masiva” en un espacio
pseudo-euclideano de cinco dimensiones, correspondiente a una representaciéon
irreducible del grupo de Sitter inhomogéneo. Esto refuerza la interpretacién que
dimos en trabajos previos del pardmetro que rotula la evolucién como el tiempo
propio.

Trabajando en- el cuadro de Heisenberg
correspondiente a la ecuacién (1) hemos ]
obtenido ecuaciones de -movimiento que
pueden ponerse en correspondencia con las
ecuaciones cldsicas de precesién del spin [7,8].

Introduccion

En una serie de trabajos previos [1-3]
hemos estudiado la parametrizaciéon de la
ecuacién de Dirac propuesta por Feynman

i3 D7t

[4] en sus trabajos originales de la Elec-
trodindmica Cuéntica y que también ha sido
estudiada por otros autores mas reciente-
" mente [5,6]. Dicha parametrizacién,

i (a ) = e, ()
S

debe interpretarse como una ecuacién de
Schrodinger, donde s es un pardmetro invari-
ante que rotula la evoluciéon dindmica de los
estados del sistema.
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Ademés hemos probado que el parametro
s se reduce al tiempo propio en la aproxi-
macién semiclésica [9]. En la Ref. [1] hemos
desarrollado el marco teérico correspondi-
ente a la ecuacién (1) el cual provee, en
principio, una unificacién consistente de la
Mecénica Cuéntica y la Relatividad Espe-

cial a nivel de la teorfa de una “particula.”

El precio que debemos pagar es que dicha
particula representa a un sistema de masa
indefinida, lo cual permite reinterpretar el
problema de la Localizacién [10}, extendiendo
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el dlgebra del grupo de Poincaré [11,2]. Por
otro lado. senialemos que el interés por ex-
teuder el grupo de Poincaré ha sido la posi-
bilidad de: (al} unificar dicho grupo con
los grupos de simetrias internas [12]; (bl)
desarrollar una fisica de particulas compat-
ible con el grupo general de transformaciones
de coordenadas de la Relatividad General
[13]. En ambos casos, una de las exten-
slones mas naturales la constituyen los gru-
pos de de Sitter inhomogéneo y homogéneo,
ya que: (a2) el grupo inhomogéneo es el
grupo de transformaciones lineales que de-
jan invariante la forma cuadrética correspon-
diente a la extension dimensional mas sim-
ple del espacio de Minkowski (un hiperespa:
cio plano de 4 + 1 dimensiones) [14,15]; (b2)
el grupo homogéneo de de Sitter es el grupo
de transformaciones lineales homogéneas que
dejan invariante una hiperesfera en el espa-
cio de “Minkowski” de 4 4 1 dimensiones.
Tal hiperesfera es el espacio-tiempo no trivial
mas simple (de curvatura constante) donde se
puede desarrollar la idea mencionada en (b1).

Incidentalmente, en un trabajo reciente
Barut y Thacker [6] han encontrado el
algebra del grupo de de Sitter estudiando la
Zitterbewegung covariante correspondiente a
la ecuacion (1). (Nosotros hemos discutido
este problema en un trabajo previo desde otro
punto de vista [3,16].) Aqui intentamos de-
mostrar que dicha conexién no es casual. En
efecto, dentro del contexto expresado en (a2),
en este trabajo mostramos que la ecuacion
(1) corresponde a una representacién no “ma-
siva” del grupo de de Sitter inhomogéneo,
resultando ademas natural la identificacién
del parametro s con el tiempo propio. La
ecuacién “masiva” se construye afiadiendo la
matriz v° a las matrices de Dirac estdndar,
la cual surge naturalmente en este marco
teorico.

Por simplicidad comenzamos en la seccién
IT desarrollando esta idea partiendo de un
espacio-tiempo de 1 + 1 dimensiones, que
luego extendemos a un espacio-tiempo tridi-
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mensional. En la seccién III repetimos
este desarrollo pasando del espacio-tiempo de
Minkowski a un espacio plano de 4 +1 dimen-
siones.

La ecuacién de Dirac en 141 dimen-
siones

Consideremos el andlogo en dos dimen-
siones del espacio-tiempo de la relatividad es-
pecial. Si z' y z? son las coordenadas de
tipo espacial y temporal respectivamente, el
cuadrado del elemento de arco se lee

ds® gudetdr? - —(d2h)? + (dz?)%, (2)

donde los indices griegos corren de 1 a 2 y
hemos adoptado la convencién

3)

para el tensor métrico. Es sabido que si in-
tentamos escribir una ecuacion de Dirac

Guv = diag(_l’ 1)

0wy - my, (4)
donde las matrices v satisfacen
Y+ = 297, (5)

la dimensién més pequena en que se consigue
realizar el algebra (5) corresponde a matrices
de dos por dos. Notese ademds que la di-
mension de las matrices coincide con la di-
mensién del espacio-tiempo. Por ejemplo,
una representacion de dichas matrices se con-
sigue eligiendo las matrices de Pauli

7? = 0s. (6)

Nuestra eleccién ha sido tal que las matrices
v son henmiticas o antihermiticas de acuerdo
con la signatura de la métrica:

(v} = (v?)' =+~ (7)

Ahora bien, sabemos que las anteriores no
son las inicas matrices que anticonmutan en-
tre si y de cuadrado /. Podemos definir
aun, una matriz

1 .
v =110y,

_71‘
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.
72, J

que en la represéntacién anterior es

Nt

4 = iio109 = —i0®, (9) -
la cual satisface el é,]gebra;. 4o

=0 (10)

(PP =-I, Yy +"y
y es antihermitica o
P)=- . (11)

Nuestra 1 nueva. matriz no es otra cosa que el
anélogo en dos dimensiones de la’ matriz 7°!
La existencia de una nueva matriz con
las propledades (10) es un hecho importante.
Nétese que.es precisamente dicha propiedad
la que nos permite escribir- una ecuacién
de Dirac en un espacio-tiempo con una di-
mensién superior, sin necesidad de alterar
la dimensién de las matrices v. En efecto,
supongamos que agrandamos 1& dimensién de
nuestro espacio-tiempo (al cual le invertimos

la signatura de la métrica) introduciendo una .

nueva coordenada z° de tlpo temporal, de
modo tal que el cuadrado del nuevo elemento
de arco se lea

dS? = g4Bdz 4dzp = (dz*)?
| (12)

1

Entonces, de la discusién anterlor es 1nmed1

ato que, eligiendo
2 =iy TP=iy*, (13)

1 - i

se satisface el 4lgebra

TATB { TBIA 29448 (14)

y podemos escribir la ecuacion

PAi0A0 = MY, o . - (15)

donde para evitar confusiones hemos dis-

tinguido con mayusculas las cantidades cor-
respondientes al espacio-tiempo tridimen-

sional. - Notese ademas que seguimos re-

- spetando la coordinacién entre la, s1gnatura
-y la hermiticidad :
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ewr™” =iv?ys . (@8).

— (da?)? + (da®)

(1-\1)1 _ Fl, . (FQ)T...: "V_IQ" (].—\3)1L : 1-53.
- - (16)

" Otro hecho interesante es el 31gu1ente La
ecuac1on no masiva ’

I‘Aia,;‘l/' =0, v (17)
cldsicamente corresponde a una pa_rtl'cx\lla con
intervalo “luminico” (dS=0!), es decir,

(@5%)? = ~(da')? + (ds?)? = ds®. (18)

Por lo tanto, la coordenada adicional 3 re-
‘sulta igual al.tiempo propio de la teoria en
dimensién 1nfer10r -

Con esta iltima observacién en mente te—
niendo en cuenta, que, para dos vectores cua-
lesquiera

a’ba = —akb, +a’bs, - (19)

podemos reescribir & la ecuacién (17) en la
forma, sugestiva .

;iS\Il(a: ,8)

as :,’7“7:8#‘1"(1:“, 3)7‘ . (20)

donde
=y »V(?l)

Las matrices ¥ son una nueva representacxon
de las matrices v# o sea existe una matriz S
tal que

F# = SyrS7H (22)

1 ‘=“i72 =ig?, F*=iyl = -0, (23)
las cueik}esv satisfacen .e}' 51gebra_ ‘
PRS2 (24)
Esto _pliédé compr0'barse en general verifi-

cando que la transformaciéon S esta dada por
. R ' i . *

»-_’S:-\/%(I.mi*)ﬁ @)
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La ecuacién (20) no es otra cosa que la

. parametrizacién de la ecuacién de Dirac orig-

inalmente introducida por Feynman [4] que
hemos discutido en trabajos previos [1-3].

La ecuacién de Dlrac en 4 -I- 1 dlmen—
siones

‘Siguiendo un procedimiento anélogo al de -

la seccién anterior, veamos como a partir de
la ecuacién de Dirac en el espacio-tiempo de
Minkowski se puede construir su-andlogo en
un espacio de 4 + 1 dimensiones.

Sea entonces*

ds? = gudztdz”

= —(da:'l)2 ~ (dz?)? — (dz®

)2+(d:c4)2, (26‘)

v = diag(_L_l)—l)l)) (27)

el cuadrado del elemento de arco y la métrica
de nuestro espacio-tiempo,. donde ahora los
indices griegos corren de 1 a 4.

Al igual que en el -caso anterior, la .

ecuacién de Dirac
YHid, ) = myp, |  (28)
con | A |
TEYY = 29, - (29)

necesita de matrices cuadradas de al menos la
dimensién del espacio-tiempo para realizar el
algebra (matrices 4x4). En este caso también
vamos a elegir una representacién en la cual
nuestras matrices tengan las siguientes rela-
ciones de hermiticidad

(W) ==", (AT =4 (30) .

(" =% (31)

Ademés consideramos la siguiente definicién
para la matriz 7°:

(V) = =%,

1
TiChvaBT Y 0B = 420t (32)

5 _
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que de acuerdo con las propiedades anteriores
resulta de cuadrado negativo [17]

(Y2 = =1, 3y* +4Hy8 =0 (33)

y antihermitica _ ’ u
N T 4

(’Ys)T = _’75- : (34)

Ahora agrandemos nuevamente la di-i
mensién de nuestro espacio-tiempo para con-
vertirlo en un espacio de 4 + 1 dimensiones,
cuyo elemento de arco al cuadrado se lea |

' i
dS? = ¢*Bdz 4dzg = —g"dz,dz, + (dz®)2.

| (35)
Es inmediato coniprobar que, eligiendo
TF =gk TS =iy, F (36):
se satisface el dlgebra | f )
TATE 4 PBPA = 9948 (37)

lo cual permite escribir la ecuacién [18]
T4i9,0 = M. r (38)%

Se puede demostrar que esta dltima ecuacién
es covariante frente al grupo de transforma-
ciones lineales que dejan invariante a la forma,
cuadratica dS? (grupo inhomogéneo de de
Sitter). La demostracién es aniloga a la cor,
respondiente al grupo de Poincaré, y en esen-
cia consiste en demostrar que debldo a (37),

el spin ; ;

£AB = % A7), (39)

satisface el 4lgebra i
)
[2437 zc’D] — DECA

+gBCEPA _ g

_i(gAPxCB _ 4 ”
ACyDB), :

Es interesante destacar que el tensor de spln
tiene en su parte espacial al opuesto del ten-
sor de spin de Dirac, y en su parte temporalr

u

1
El
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a la polarizacién de Michel y. nghtman [19],
es decir,

v _pv 1 v
W= ot = o], )

TH5 = Sk, (42)

- Escribamos ahora dlcha ecuacmn en
forma Hamlltonlana

.i85lll (Fﬁma +I‘5 )\1/ -(43)

Reemplazando las T" por la viejas vy esta
ecuacién puede teescribirse como a

—i05¥ = (757"1'8,‘ — M)W (44)

Ahota bien, efectuando la tranformacién

=50, (45)
=) (46)
V2
se obtiene.
Fo = Syt = 4t (47)
Vemos. ; asf que nuestra

ecuacién de Schrodinger se lee en la nueva
representacién como

—i0s0 = HY, (48)
con
= ('Yuia# - i’YSM)a (p# = 7:8#\)’ (49)

que es la parametrizacién de Feynman gen-
eralizada al caso de la ecuacién de Leiter
©y Szamozi [20], la cual hemos discutido en
un trabajo previo [3,21] en relacién con la
tranformacién de Foldy-Wouthuysen covari-
ante [22] y de la cual surge naturalmente la
ecuacién de segundo orden de Feynman y
Gell-Mann [23].
Al igual que en la seccién anterior vemos
que en el limite de “masa” cero (M = 0) es
dS = 0, por lo que de (35) tenemos
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AR —— : (50)

recuperando la parametrizacién de Feynman

de la ecuacién de Dirac estandar
—i8, 0 (z*, 5) = v#i0, B (", 5).  (51)

Esto refuerza la interpretaciéon que en traba-
jos previos [9] diéramos del pardmetro s como

-el tiempo propio a partir de cons1derac1ones
'semiclasicas.

v

Por. ultlmo, notemos que proyectando la
matriz i7° sobre el subespacio de:“energias”

positivas (p° = \/ M2+ ptp,) tenemos

s, M
Aiy®A = PR (52)
donde
1 H
A=—-(I+—=). ,

Esta ecuacién tiene total analogia con la

ecuacién obtenida proyectando la matriz v*

con el proyector de-energias positivas (p* =

VmZ £ pip;, i = 1,2,3) del caso estdndar
[24]. Es decir, '

m

e (54)

Ariag =

3

donde

Ay = %(I& g), H = v*'p; +v*m. (55)
De este modo podemos pensar a iy® como
una generalizacién. 5-dimensional del factor
de Lorentz de la relatividad especial.. Este
hecho fue utilizado por Heitler [25] en el
caso estandar para derivar_el Hamiltoniano
de Dirac en forma heuristica.
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