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A partir de una densidad Lagrangiana singular en altas derivadas que describe el acoplamiento
de materia fermiénica con un campo de “gauge” no abeliano, se construye el formalismo Hamil-
toniano. Posteriormente se leva a cabo la cuantificacién canénica. Una vez clasificados los
vinculos de este modelo, se estudia la cuantificacién mediante el método de la Integral de
Camino. Se construye también la diagramética y se dan las reglas de Feynman. Se prueba
que a un “loop” la correccién al propagador fermiénico y al vértice dan origen a integrales de
Feynman que son convergentes. Se concluye que la inclusién de términos en altas derivadas
hacen que el modelo sea menos divergente.

From a singular Lagrangian density containing higher derivatives which describes the fermionic
coupling with a non-Abelian gauge field, the Hamiltonian formalism is constructed. The quanti-
zation is carried out and by using the path integral method the diagrammatic and the Feynman
rules are obtained. The Feynman integrals for the one-loop correction to the fermion propaga-
tor and to the vertex are convergent. We conclude that higher-derivative terms added to the

Lagrangian improve the ultraviolet behavior rendering the model less divergent.

I. INTRODUCCION

El término de Chern-Simons, tanto en el caso
abeliano como en el no abeliano, ha sido considera-
do desde hace mucho tiempo y con creciente interés.
Ello produjo un fuerte impacto en la Fisica en (2+1)
dimensiones, dando origen a distintos tipos de Teorias
de Campos clésicas y cudnticas'™6,

Por otro lado, distintos autores!” 24 han estudiado
sistemas dindmicos descriptos por medio de una den-
sidad Lagrangiana singular que contiene términos en
altas derivadas. Este tipo de teorias presenta diversos
problemas de interés y constituye una rama novedosa
en la teoria de campos cudnticos. Relacionado con el
caricter en altas derivadas de una teoria, uno de di-
chos problemas estd conectado con la unitariedad de
ella?5, Se sabe, que la unitariedad puede ser viola-
da cuando aparecen los lamados estados “ghost” con
norma negativa.

Otro punto para analizar es el problema de la re-
gularizacién y renormalizacién. En el marco de una
teoria perturbativa, se conoce que la presencia de
términos en altas derivadas en la accién mejora el com-
portamiento de los propagadores a grandes momentos,
haciendo que la teoria sea menos divergente?2, lo cual
es una caracteristica interesante del modelo. El caso
de una teoria de Chern-Simons pertenece a la clase de
teorias finitas. Es decir, una vez que la teoria es regu-
larizada se obtiene una cantidad finita, sin necesidad
del procedimiento de renormalizacién. Por supuesto,
el costo es la aparicién de nuevos vértices en la teoria.

La motivacién del presente trabajo es considerar
una teoria de Chern-Simons no abeliana que contiene
términos en altas derivadas en la accién acoplados con
un campo de materia, y llevar a cabo la cuantificacién
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candnica y posteriormente la cuantificacién mediante
el método de la integral de camino. Ser4 luego intere-
sante construir la teoria perturbativa para el modelo,
definiendo apropiadas reglas de Feynman y una ade-
cuada diagramaética.

II. FORMALISMO HAMILTONIANO
GENERALIZADO Y VINCULOS

Se construir4 primero el formalismo Hamiltoniano
clasico generalizado y luego se llevara a cabo la cuan-
tificacién canénica, siguiendo tan de cerca como sea
posible el algoritmo de Dirac.

El punto de partida es considerar el campo de mate-
ria fermiénica 1 acoplado a teorias de Chern-Simons
no abelianas en (2+1) dimensiones, para el campo de
“gauge” A, del grupo SU(N).

Fl sistema est4 descripto por una densidad La-
grangiana singular que contiene términos en altas
derivadas y est4 dada por:

C=£top +Ln+ Ly (2.1)

La parte Ly, es la densidad Lagrangiana para
teorias de “gauge” SU(N) topolégicamente masiva, es
decir un término de Chern-Simons no abeliano; L
contiene los términos en altas derivadas y Ly es la
parte fermi6nica (que incluye los términos cinético y
masivo). Los campos dindmicos independientes del
modelo son: Ay, B, = A, , ¥(a) ¥ P(qy- Por medio
de la transformacién de Ostrogradski®® se introducen
los siguientes momentos canénicos:

_L 5 O
8As 70 (8.B2)’

pa# (2.2a)
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donde los corchetes de Poisson para las variables
canénicas conjugadas son las usuales?’. Estas ecua-
ciones dan origen a los siguientes vinculos primarios:

¢(0)a (z) = an (m) ~0 (2.38')
Blay (x) =10, (z) —1 (“ ; 1 ) Yo¥(a) # 0, (2.3b)

¢(a) (z) = (a) (x) +1 ( ; )’Yo¢(a) ~0. (2.3c)

Utilizando las definiciones de momento, la densidad
canénica Hamiltoniana resulta:
. —
Hean = BRP* + BRQ™ + 3, T

+ H(a)a’(l](aa) -L, (24)

a partir de la cual se puede escribir el siguiente ge-
nerador de las evoluciones temporales de funcionales
genéricos:

'H=/d2:c'HT.

El funcional Hr es la densidad Hamiltoniana exten-
dida definida por:

2.5)

(a)a

Hr = Hean +6°60% + X,y + 8702, , (26)

donde 6% son multiplicadores de Lagrange bosénicos
y /\(a) y )\(a) son fermidnicos.

Siguiendo el algoritmo de Dirac, deben imponerse
las condiciones de consistencia sobre los vinculos.
Cuando esto se lleva a cabo sobre los vinculos pri-
marios fermx()mcos se determinan los multiplicadores
de Lagrange )‘(a) y A( ) Por otro lado, cuando
se imponen las condiciones de consistencia sobre el
vinculo primario bosénico ¢(?)%, se hallan los siguien-
tes vinculos secundarios:

Ve = —Pa0 4 D,Q% = 0 (2.7a)
a i K a_ 5 a ci
¢ = —D,P* — =8 A3eY ~ f*BIQ
_ fabcA‘l;D‘_Qci + ifabcab,yo,wc ~0 , (27b)

y la consistencia para ¢(2)* no genera ningtn vinculo
secundario nuevo.

Calculando los corchetes de Poisson entre vinculos,
se concluye que ¢(®¢ y ¢(1)% son vinculos de primera
clase, correspondiendo a invariancias de gauge” dela
teoria bajo transformaciones locales de “gauge”; mien-
tras que los vinculos ¢(2)° y By ¥ ¢(a) son de segunda
clase.

Al ser impar el nimero de vinculos de segunda clase,
el determinante de la matriz formada por los corchetes
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de Poisson entre ellos se anula. Por lo tanto, es nece-
sario encontrar una combinacién lineal adecuada de
vinculos de segunda clase que den origen a otro vinculo
de primera clase. La expresién hallada es la siguiente:

Ve = D, 4 S8 A% + fHBIQH

+ FoALD, Q% 4 fobe (‘anc +ﬁ"¢C) ~0. (2.8)

En consecuencia, el conjunto de vinculos de la teoria
estd dado por:

i) Los tres vinculos de primera clase ¢0e p(l)a y ga,
i) Los _gos vinculos (fermidénicos) de segunda clase
¢‘(Ja) y ¢(a) .

Ahora se construyen los corchetes de Dirac, los
cuales permiten eliminar del formalismo a los vinculos
de segunda clase, y asi se obtiene la cuantificacién
candnica de Dirac de la teoria. Los corchetes de Dirac
para variables A(z) y B(y) se definen como es usual:

[A(2),B®)]" =[A(2), BW)]ps -

— [A@), %] pp € [¥06), BW)] pp »

donde la matriz C(@)®) es la inversa de la matriz
construida con los elementos ¢(a ,¢(b) pp due in-
volucran los vinculos de segunda to permite
tratar a los vinculos de segunda clase como ecuaciones
fuertemente cero.

Ahora puede llevarse a cabo la cuantificacién
candnica del sistema Hamiltoniano vinculado bajo
consideracién. E! Hamiltoniano total del modelo re-
sulta asi:

M= [ o (Hom + a0 + b2 +-c8°) | (29)

donde a, by ¢ son tres pardmetros arbitrarios.

III. CUANTIFICACION MEDIANTE LA
INTEGRAL DE CAMINO

El sistema en estudio posee vinculos de primera y
segunda clase, por lo cual la cuantificacién mediante
el método de la integral de camino se debe llevar a
cabo utilizando una adecuada extensién: del formalis-
mo de Fadeev-Senjanovic?829, Para este modelo no
abeliano con términos en altas derivadas, se asume
que la funcién de particién estd dada por:

z= / DA, DPDB, DQ* D ) DI Dy DT

6 (#1)6(#2) 6 (¢3) 6 (1) 6 (f2) 6 (f3) 6 (b(a))

5 (3(0)) det (@1, 62,63, f1, fa, folp det [ a2, By

x expi Ud% (Bzp¥ + Boqe +$n+ﬁ1/3) - HT]
(3.)

donde el Hamiltoniano Hr fue definido en (2.6). Las
cantidades f; =~ 0 (¢ = 1,2,3) son las condiciones de
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fijado de “gauge”, una por cada vinculo de primera
clase. Estas condiciones son todas independientes,
y restringen las variables del espacio de las fases,
obteniéndose asi el verdadero espacio fisico de Hilbert.
Estas condiciones de fijado de “gauge” deben satis-
facer que det [@;, f;], # 0. Ademés, deben ser com-
patibles con las ecuaciones de movimiento y satisfacer
la condicién [f;, f;] =0 .

Se puede mostrar que en el caso abeliano la ma-
triz [¢1)¢2,¢3’f1)f21f3]p no depende de las varia-
bles de campo?®, mientras que en el presente mo-
delo no abeliano, aun en el caso de no tener los
términos en altas derivadas, esta dependencia se hace
presente?®, Esta matriz es un operador no-local in-
vertible M, cuyo determinante es un funcional no lo-
cal. En el marco de la teoria perturbativa, el de-
terminante de esta matriz se escribe en la repre-
sentacién integral utilizando funciones escalares 7 y
7 que anticonmutan. Luego, a la funcién de particién
(3.1) se le adiciona un nuevo término de la forma
Jexp [i [ &7 (x) M**nP (z)] D7Dn , dando origen
a una accién efectiva.

Una vez halladas las condiciones de fijado de
“gauge”, es posible llevar a cabo la integracién de
la ecuacién (3.1), y lograr que el problema cuéntico
quede definido en funcién de una integral de camino
cuyos campos independientes son el campo de “gauge”
original A, , el campo espinorial de Dirac ¢ y los cam-
pos “ghost”. Luego es posible aplicar la técnica dia-
gramitica definiendo apropiadas reglas de Feynman
para los propagadores y los vértices que corresponden
a estos campos.

IV. DIAGRAMATICA Y REGLAS DE
FEYNMAN

A partir de la expresién para la accién efectiva,
se puede reconocer ficilmente a los propagadores,
definidos por la parte de la densidad Lagrangiana
cuadrética en los campos. La parte restante de ésta
puede ser representada por vértices.

El propagador del campo fermidnico ¢ es el usual.
En consecuencia, es més interesante analizar el propa-
gador del campo de “gauge” en el cual se pone de
manifiesto el caracter de altas derivadas del modelo.

El término de la accién efectiva que corresponde
al propagador del campo de “gauge” puede escribirse
como:

/ d [ 45 (D7) 4]

La matriz 3x3 (D) #¥ definida en la ecuacién ante-
rior es la inversa del propagador del campo de “gauge”
A,. Es hermitiana y no degenerada, y es invertible.
Asi, el propagador D, (k) en el espacio de los mo-
mentos puede ser evaluado correctamente. Es aqui
donde se ve la conveniencia de adicionar términos en
altas derivadas a la densidad Lagrangiana, ya que el
propagador resultante, tiene un comportamiento ~
para grandes valores del momento. Esto hace que el
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modelo tenga un comportamiento ultravioleta menos
divergente.

Es posible ver ademds que la introduccién de
términos en altas derivadas lleva a la aparicién de
nuevos vértices en el modelo. Por otro lado, se
sabe que en teorias de campo que contienen la forma
de volumen £#*? el método de regularizacién dimen-
sional es problemético. En estos casos, existen otros
métodos de regularizacién invariantes de ” gauge” que
pueden utilizarse, como por ejemplo el procedimiento
de Pauli-Villars??2, Adem4s, dado que las teorias de
campo de Chern-Simons pertenecen a la categoria de
teorias finitas, queda por resolver el problema de regu-
larizar un modelo renormalizable. Esto quiere decir,
que la teoria contiene s6lo un nimero finito de diagra-
mas divergentes. Es ademds importante hacer notar
que en teorias cuanticas de campos descriptas por La-
grangianos que contienen términos en altas derivadas,
la unitariedad puede ser violada. Esto ocurre cuando
aparecen estados “ghost” con norma negativa. En
un trabajo anterior?¢ el problema de la unitariedad
fue cuidadosamente estudiado a nivel de diagrama
arbol. En el caso no abeliano vale la misma discusién.
En consecuencia, siguiendo los pasos dados en Ref.24
(ver también Ref.30), primero debemos considerar el
propagador del campo de “gauge” D,, (k). Luego, la
matriz de residuos 3x3 K2 (k) se obtiene a partir de
la matriz Dy, (k) dejando de lado los polos. La matriz
K (k) es hermitiana y puede ser diagonalizada y sus
tres autovalores son diferentes entre si y distintos de
cero. Por lo tanto®, puede ser definido un conjunto
(a) de corrientes reales J$™ (k), una para cada uno
de los autovalores distintos de cero. Cuando todos los
autovalores de la matriz de residuos evaluada en el
polo son positivos, la normalizacién estd dada por:

J (k) KB J) (k) = +1. (4.1)

Cuando la matriz de residuos tiene un autovalor
negativo en el polo, corresponde a estados de norma
negativa, y ellos son fisicamente inaceptables. Asi,
para recobrar la unitariedad, la normalizacién en la
ecuacién (4.1) debe hacerse con un signo menos. Este
artificio, usualmente se conoce con el nombre de “pres-
cripcién de métrica indefinida”, y es el que permite
recuperar la unitariedad de la teoria.
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