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A partir del modelo de “gauge” cldsico U(1) x U(l) para la interaccién electromagnética
de “anyons”, se construye el formalismo cuéntico. El modelo contiene dos campos de “gauge”
U(1), el campo estadistico y el campo electromagnético, y puede ser acoplado tanto a un campo
de materia bos6nica como fermiénica. En el presente trabajo, se considera el segundo caso, es
decir, un sistema de “anyons” fermiénicos en presencia de un campo electromagnético y se lleva
a cabo la cuantificacién canénica de acuerdo con el formalismo de Dirac. Se realiza también,
la cuantificacién del sistema a partir de la integral de camino y se obtiene la diagramaética y
las reglas de Feynman en el marco de la teoria perturbativa.

Starting from the U(1) x U(1) classical gauge model for the electromagnetic interaction of
anyons, the quantum formalism is constructed. The model containing the statistical U(1)
field and the electromagnetic field can be coupled to both, a commuting or an anticommuting
matter field. We explicitly consider the second case, that is, a fermionic anyon system in the
presence of an electromagnetic field and we carry out the canonical quantization by following
the Dirac formalism. Later on, the path-integral approach is developed and the diagrammatic

and Feynman rules, in the framework of the perturbation theory, are discussed.

I. INTRODUCCION

Para el estudio de particulas con spin fraccional
(“anyons”), existen diferentes modelos teéricos; el mas
conocido es la interaccién minimal entre un sistema
bosénico o fermiénico y un campo estadistico U(1),
cuya dindmica est4 gobernada por la accién de Chern-
Simons!.

La interacci6n electromagnética con particulas de
spin fraccional? 8, puede considerarse a dos niveles.

A nivel de mecénica cudntica, el acoplamiento de un
sistema bosénico o fermiénico con el campo de Ch-S
induce un cambio en el spin y la estadistica.

A nivel de la teoria cudntica de campos, el caso no
relativista clésico, se puede formular como una teorfa
de medida U(1) x U(1) acoplada con el campo de
materia (bosénico o fermi6nico) a través de una co-
rriente que se conserva®. El modelo m4s natural para
reproducir los resultados de la mecénica cuédntica, se
obtiene acoplando un campo de materia que conmuta
(o anticonmuta) con dos campos de medida U(1), uno
electromagnético y otro de Ch-S. La teoria U(1l) x
U(1) asi obtenida, reproduce el valor y, = 5= para
el momento magnético estadistico y el valor pem, = &5
para el momento magnético electromagnético, que son
los requeridos por la mecénica cudntica®.

En la teoria cuintica de “anyons” fermidnicos, el
momento magnético estadistico toma el valor pg =
ﬁ para cualquier spin, mientras que en el caso
bosdnico no existe restriccién y pg resulta arbitrario.
Este hecho debe reflejarse en la correspondiente den-
sidad Lagrangiana.

El propésito de este trabajo es considerar la teoria
de medida no relativista clasica U(1) x U(1) desarro-
llada en Ref.8 y estudiar este modelo desde el punto de
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vista cuantico. El estudio de estos temas es de interés
en problemas de fisica plana, y en particular el caso
no relativista es muy utilizado en temas de materia
condensada.

II. INTERACCION ELECTROMAGNETICA
DE “ANYONS” EN UNA TEORIA DE
CAMPOS NO RELATIVISTA.
CUANTIFICACION CANONICA.

La dindmica de “anyons” en interaccién con el
campo electromagnético involucra como ya se dijo dos
campos de medida, los que en principio se pueden con-
siderar en el mismo pie de igualdad. La densidad La-
grangiana para este modelo de gauge es de la forma
L= Egauge(Al’ A2) + QinAf + Lmateria, donde Ai‘
(i =1,2) son dos campos U(1), J, la corriente conser-
vada y g¢; las cargas®. Por otro lado, utilizando argu-
mentos de invariancia de medida y compatibilidad con
resultados de mecanica cudntica, es ficil mostrar que
s6lo es necesario un campo estadistico y éste puede
ser diferenciado sin ambigiiedad del otro campo de
medida, es decir, del campo electromagnético.

La teoria de campos cldsica no relativista de
“anyons” est4 descripta por el siguiente Lagrangiano

singular:
L= Lan +£em
— (‘“2“ 1) 100+ (“; 1) Bt

+ 4! (Ao + eBo) ¥ + 541D

i t l m
+ 2m¢' D1, Do}y + %< AL0,A,
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En la ecuacién (2.1), la derivada covariante que
tiene en cuenta tanto al campo estadistico 4,, como
al campo electromagnético B,,, se escribe D, = 3, —
iA, —ieB,, donde D? = D} + D}.

En lo que sigue se comsidera que el campo de
materia ¢ anticonmuta, describiendo asi “anyons”
fermidénicos. El pardmetro a en la ecuacién (2.1) se
introduce para obtener expresiones simétricas de los
momentos candnicos conjugados correspondientes a
los campos de materia ¢! y 9. Al factor estadistico
del sistema lo llamamos o. F},,(A) y F,,(B) son los
tensores intensidad de campo asociados a los'campos
estadistico y electromagnético respectivamente.

Los momentos candnicos conjugados asociados con
las variables de campo A,, By, %! y 9 serén respec-
tivamente P4, P4, IT! y II y verificarn las relaciones
de conmutacién usuales.

A partir de la definicién de los momentos canénicos
se obtienen los siguientes vinculos primarios:

Fu(BYF™(B) - o= Fu(A)F*(B). (21)

% (z)=Pi~0, (2.2a)
() =Py ~0, (2.2b)
Of(z) =10 +4 (“;l)w ~0 (2:2¢)
Q(x):H—i(a;1)¢zO. (2.2d)

A partir de ellos podemos construir la densidad

Hamiltoniana extendida

Hr = Hean +0d% + 0L + X1Q+ 0N, (2.3)
donde o y B son los multiplicadores de Lagrange
bosénicos, AT y X son los fermiénicos y el funcional
Hcan esta definido como es usual por:
Hean = AP + B Py + T+ ¢IIt — L.

Siguiendo la teoria de Dirac, debemos imponer
las condiciones de comnsistencia sobre los vinculos.
Cuando esto se realiza sobre los vinculos fermiénicos,
se determinan los multiplicadores de Lagrange A! y
A. En cambio, cuando se imponen sobre los vinculos
bosénicos, se obtienen los siguientes vinculos secun-
darios:

, 1 ..
@) = [0, Hr] = :P + 5-c7 04, +¢typ~0,
(24a)

3L = [8%,Hr] = 0:Ps +eyly~0.  (2.4b)

Se muestra facilmente que los dos vinculos
bosénicos (2.2a,b) son de primera clase, mientras
que los dados en las expresiones (2.4) junto con los
dos fermibnicos resultan ser de segunda clase. Sin
embargo, es posible encontrar dos nuevos vinculos
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primera clase, haciendo combinaciones lineales ade-
cuadas entre los vinculos de segunda clase. Tales com-
binaciones resultan:

S =ed) — 3L

=ed;Pi — O, PL + -%e‘fa,-A,- ~0, (25a)
5 =yl - @l - 28}
F
= ¢ — It - SGPp~0. (2.5b)

Por lo tanto, el conjunto final de vinculos est4 dado
por:

i) Cuatro vinculos bosénicos de primera clase: 89 (x),
9 (z), £1(z) and Sy(a).

ii) Dos vinculos fermiénicos de segunda clase Qf(x) y
Uz).

A partir de ellos se calculan los corchetes de Dirac,
los cuales difieren de los de Poisson sélo en el caso de
las variables fermi6nicas.

Finalmente, el Hamiltoniano total cuéntico se es-
cribe :

H;:faﬂz (Hean +a®S, + b3 + cZ1 +dTy) ,

(2.6)

donde a, b, ¢ y d son cuatro pardmetros arbitrarios.
La cuantificacién canénica del sistema puede ahora
llevarse a cabo utilizando los métodos usuales.

III. INTEGRAL DE CAMINO Y METODO
PERTURBATIVO.

De acuerdo con el formalismo de Faddeev-
Senjanovic?19, 1a funcién de particién para el modelo
bajo consideracién, estd dada por:

zZ= / DA, DP; DB, DPg Dy DII Dy DIt

6 (1) 6(22) 6(Z3) 6(Z4) 6(f1)8(f2)6(f3)6(f4)8(Q")
6 (Q)det[EI: 221 23’ 24) .fl’f21 f3, f4]D det[Qt1Q]

X exp i [/d% (4,P4 + B, Py + 4!+ —HT]
(31

donde Hr = [d?x Hr y My fue definido en (2.3);
3; es el conjunto de vinculos de primera clase dados
en (2.2) y (2.5). Las funciones f; son las condiciones
de fijado de “gauge” correspondientes a cada uno de
los vinculos de primera clase. Estas condiciones satis-
facen los siguientes requisitos:
i) det[f;, Z;], # 0 para todos los vinculos de primera
C H
ii) [fi, fj]pp = 0y ellas deben ser compatibles con las
ecuaciones de movimiento.

Evidentemente, estas condiciones no determinan
univocamente las condiciones de “gauge”; por razones
de simplicidad se eligen las siguientes:
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h=8A"=~0, (3:2a)
f2=8B'"=0, (3.2b)
s [y BEA YY)
f3—30($)+';/d2y z—3] ~0,
(3.2c)
1
fa=Ao(z) + —TEBO +m/d2y |;p—¢y| ~0. (3.2d)

Como el det(f;, Z;], no depende de los campos al
igual que el determinante entre vinculos de segunda
clase, ambos pasan a formar parte del factor de nor-
malizacién del funcional generatiz.

Finalmente, realizando en la expresién (3.1) las
correspondientes integrales de camino y otros pasos
matemaéticos usuales™, la funcién de particién toma
la forma:

Z= / DA, DB, DY Dy expi [ / 3z £*] , (3.3)
donde el funcional £* est4d dado por:

L= Less 424 (6“A,‘)2 428 (a#B“) (3.4)
y Lesy coincide con el Lagrangiano original (2.1).

En este punto, se est4 en condiciones de obtener los
propagadores de los campos dindmicos, los vértices y
dar las reglas de Feynman del modelo. Por lo tanto
es posible tratar el modelo en el marco de una teorfa
perturbativa. Para hacer esto, en primer lugar se de-
fine un campo auxiliar X = (A, B, ), donde el indice
compuesto A = (u,v) toma seis valores. Una vez es-
crita la accién en funcién de esta cantidad, los propa-
gadores se obtienen a partir de la parte cuadrética
en los campos, y el resto representa los vértices. Re-
alizando esto, es posible mostrar que la accién efec-
tiva del sistema de “anyons” fermiénicos acoplado con
el campo electromagnético se puede escribir de la si-
guiente forma:

§* = 8% (Xa) + S (¥, ¥) + Ste (Xa,¥',9) .
En la ecuacién (3.5) se llamé:

S*(XA)—/d3 [

s (@) = [[v Gy,

(3.5)

D-l) Xz] , (3.6a)
(3.6b)

e (Xn,91,9) = [ €2 |5 (3 VP X))
1
+ f d*z [EE’/’T (T=X%) ¢] . (3.6¢)
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A partir de la expresién (3.6a) podemos calcular
el propagador Dyx(k) asociado con el campo auxiliar
X . En el espacio de los momentos, éste resulta:

Das(k) = (f ﬁ,) - (37)

pv

Las expresiones M,,, N, y L,, estdn dadas por:

M= (22 e
‘k';;y [(4’:") alk?) + = (a(k"’) ﬂ(kz))}

. [ 4mm 2 kP
+2( P ) 7(k2)€yvp'k_2‘s

(3.8a)

. k?
Np.u = ,B(kz)gpu + 17(k2)€yup‘k—2

- B [a0) + 5 (a0) - 50)| 38
L = ~22a(0?) g - 2452
+1 (ﬂ”—)eﬁ—p] L6
y las funciones a(k?), B(k?) y y(k?) son:
ar=fe-5 ()]
B = s (—‘f’;—m)4a(k2) ,
)= 2 (422) o). (9)

El propagador no relativista para el campo de ma-
teria G(p,w) en el espacio de los momentos, escrito
en la ecuacién (3.6b), esta dado por:

G(p,w) = ( - —122—)—1 .

2m

(3.10)

A partir de (3.6¢c) vemos que en este modelo hay dos
tipos de vértices: uno de cuatro patas representado
por una matriz 6x6

0000 O0 O
0100 e O
sA_|0 01 0 0 e
V'"=10000 0 o] (3.11)
0 e 00 €€ 0
00 e 0 0 e

y otro de tres patas, dado por el siguiente vector de
seis componentes
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1 . ;
g = (1, %(‘R-Pi—lfijk]) y €,

e . a4
E;n—(q,- -pi— 16,-,-1:’)) . (3.12)
Por lo tanto se establecen las siguientes reglas de
Feynman:
i) Se asocia una linea ondulada con el propagador Dgy
del campo bosénico Xy.
k

L —

XE ~NNANANAND XA = DEA(k) ,

i) Se asocia una linea simple con el propagador no
relativista del campo de materia ¢

1
S O

iii) Se asocia respectivamente con los vértices de tres
y cuatro patas los siguientes diagramas:

iv)Como es usual, se debe poner un signo menos
por cada loop fermiénico y otro para diagramas rela-
cionados entre si por el intercambio de dos lineas
fermiénicas internas o externas. También se debe
tener en cuenta el factor combinatorio que tenga en
cuenta el doble contaje de particulas idénticas.

Este modelo que describe la interaccién del objeto
bosénico X5 con el campo de materia ¢, puede ser
analizado en el marco de la teoria perturbativa.

A los efectos del estudio de las divergencias, el
analisis del contaje de potencias a un loop muestra
que sdlo se deben tener en cuenta los siguientes dia-
gramas, los cuales muestran un grado de divergencia
superficial:

G
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El comportamiento ultravioleta de los dos primeros
diagramas (los cuales representan respectivamente las
correcciones a las lineas fermidnicas y bosénicas) y
del tercero (que representa la correccién al vértice de
tres patas) son similares a las de la QED. El iltimo
diagrama, que representa la correccién al vértice de
cuatro patas, es un diagrama nuevo y es consecuen-
cia del término magnético en el Lagrangiano (2.1).
Andlogamente a lo que ocurre en la QED, este mode-
lo puede ser regularizado y renormalizado siguiendo
los métodos usuales.
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