El balance de energia como ligadura en el derrame de gotas
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Abstract

Desde un punto de vista energético se estudia el
derrame de gotas viscosas sobre una’superficie

lisa, por efecto de la tensién superficial (fuerza-

de Laplace). Se demuestra que, dentro de la
hip6tesis de deslizamiento y bajo las condiciones
de contorno usuales de espesor nulo en el frente
y éangulo de contacto dinamico igual al estético,
el trabajo de las fuerzas en el borde de la gota es
nulo, lo que constituye una condicién deseable
para que una descripcién macroscépica sea au-
-tocontenida. Aqui mostramos que, cuando se
emplea la hipétesis de altura de corte en vez
de la de deslizamiento, el requerimiento de que
dicho trabajo sea nulo conduce a una ecuacién
de li-gadura para la altura, la pendiente y la
derivada segunda en el frente que puede con-
siderarse como la condicién de contorno nece-
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saria para cerrar el planteo del problema. Esta
condicién local es enteramente equivalente a
una condicién de cardcter global que expresa
el balance de la energia y que ya ha sido em-
pleada exitosamente en un trabajo precedente.
La condicién de contorno local aqui desarrollada
facilita la obtencién de soluciones analiticas o
numéricas, 1o que valoriza los tratamientos fun-
dados en la hipdtesis de altura de corte.

1. Introduccién ‘ ‘;

Este ' trabajo se refiere a la 'descripcic')n
hidrodindmica macroscépica del derrame de go-
tas sobre una superficie plana bajo la accién
de la tension superficial (fuerza de Laplace)|l,
2, 3, 4, 5, 6]. Nos restringiremos- al caso en
que los efectos de pelicula delgada estén con-
centrados en una regién muy pequena cerca
del borde de la gota, que constituye (desde un
punto de vista macroscépico) una linea de con-
tacto mévil donde deben especificarse condi-
ciones de contorno apropiadas. Sin embargo,
es bien sabido[l, 7] que este tratamiento pre-
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senta algunos aspectos intrincados tales como
la divergencia de la tasa de disipacién viscosa,
si se trata de imponer ahi la condicién natural
de espesor nulo.

A los efectos de evitar esta singularidad es-
encial, se ha recurrido exitosamente[8, 9, 10,
11, 12, 13, 14] a la relajacién de la condicién
de contorno de no-deslizamiento en la vecin-
dad de la linea de contacto Esta hipétesis (de-
nominada hipétesis de deslizamiento) permite
que el espesor de la gota en el borde mévil
(frente) pueda hacerse cero (hy = 0). Para de-
terminar el problema es necesaria una segunda
suposicién; por lo general, ésta consiste en la
especificacién de la pendiente h; en el frente
(4ngulo de contacto). Usualmente, este angulo
se toma igual al dngulo de contacto estatico,
0., que vale cero para mojamiento completo.
De esta manera, las magnitudes en el borde
de la gota quedan apropiadamente especificadas
y el problema estd bien planteado. Sin em-
bargo, si la hipétesis de deslizamiento tiene re-
alidad fisica o si se trata meramente de un
recurso matematico sigue siendo un problema
abierto[15, 16].

Otra interesante posibilidad propuesta como
alternativa a dicha hipdtesis consiste simple-
mente en extender la descripciéon macroscépica
sélo hasta donde el liquido tiene un cierto un
cierto espesor (pequeno) hy # 0, en algin punto
préximo al frentefl, 17, 18, 19]. Sin embargo,
esta hipétesis (denominada hipétesis de altura
de corte) no ha sido atin reconocida como una
alternativa 1til, quizds porque la condicién de
contorno completa parece més dificil de especi-
ficar.

En este trabajo mostramos que plantear un
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balance integral de energia, razonable para
una descripcién macroscopica autocontenida,
es equivalente a una simple relacién entre los
pardmetros que definen el frente. Esta relacién,
que adopta cl rol de una condicién de con-
torno, es satisfecha por la hipdtesis de desliza-
miento usual y provee, ademds, una expresion
matemadtica suficiente para para formular de
manera completa la condicidén correspondiente
a la altura de corte. Debe destacarse que el
balance de energia en su forma primitiva de
condicién integral ha sido usado con anterior-
idad en conexién con la hipdtesis de corte, per-
mitiendo determinar soluciones en buen acuerdo
con los experimentos{17, 18].

2. Balance energético

Considérese el derrame axial de una gota viscosa
sobre una superficie horizontal bajo la accién
de la tensién superficial. Por simplicidad, igno-
ramos la gravedad, si bien el esquema de razon-
amiento permitiria incluirla facilmente de ser
necesario. El balance global de energia es:

dw  dF

dt — dt

donde dW/dt es el trabajo por unidad de tiempo

realizado por todas las fuerzas que actdan sobre

la gota y dF/dt es la tasa de variacién de la en-

ergia libre de Helmholtz. En efecto, no hay in-

cremento de la energia cinética ya que se supone

que el niimero de Reynolds es cero. El primer

miembro de la Ec.(2.1) puede dividirse en dos
términos, ’

(2.1)

dw _ dWo

L 4wy
dt  dt

dt

(2.2)
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El primer término se refiere al trabajo de la
fuerza de Laplace en el volumen €2 de la gota y el
segundo corresponde a las fuerzas que acttian en
el borde mismo (frente). La fuerza de Laplace
aparece como consecuencia del salto de presion
p — po = —7yc a través de la superficie libre de
la gota; po es la presion del gas ambiente, v la
tensién superficial y ¢ la curvatura dada por:

2 (@3
oz .7: Oz

dentro de la aproximacién de lubricacién usual
en esta clase de problemas. En la Ec.(2.3)
a = 0, 1 corresponde a simetria plana y axial,
respectivamente, y x es la coordenada en la di-
reccién del derrame. La presion p en el interior
de la gota no es uniforme y da lugar a una fuerza
por unidad de volumen 9p/0z = —v0c/dz, que
constituye la fuerza motora del flujo. El trabajo
por unidad de tiempo realizado por esta fuerza

es entonces:
dWQ = ——/ dQ fy/ (2mx)® hvg-dz
(2.4)

donde z; es la posicién (macroscépica) del
frente y v la componente horizontal de la ve-
locidad promediada en la direccién vertical z.

En la hipétesis de deslizamiento la condicién
de contorno para la interfase liquido-sélido (z =
0) es,

c=2"%

(2.3)

8vz

Oz
donde A es una longitud caracteristica del or-
den de 1078 cm. Esta expresién se reduce a
la condicién de contorno usual de no desliza-
miento para A = 0 y Jv,/0z finito. Bajo la
aproximacién de lubricacién, las ecuaciones de

(2.5)
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Navier-Stokes dan, entonces,

v de 22
vy(2) = O (hz -3 + /\h) (2.6)

donde u es la viscosidad. De aqui, tenemos que

~ dc
v =< vy >= —h(h+3\)— 2.7
* 3u ( )BJ: 2.7)
Ademés, la tasa de disipacién viscosa dE,, /dt,
calculada como la suma de la disipacién en el
volumen ) maés la disipacién en la superficie
cubierta ¥ = ﬂax‘}"’"l, se escribe como:

dE, o, 2 vy
o= o ("a") dQ*/};”x“’)“(aZ )odz

(2.8)
donde d¥ = (2nz)%dz y dQ) = dz dX. Reem-
plazando la Ec.(2.6) y empleando la Ec.(2.7),
tenermos

——3u/ (2rz)®

(h+ 3/\) (2:9)
Puede verse que si A = 0 la tasa de disi-
pacién viscosa diverge para h(zs;) = 0. Por
otro lado, nétese que multiplicando ambos la-
dos de la Ec.(2.7) por 3uv(2rx)*dz/(h + 3X) e
integrando sobre todo el volumen 2 tenemos:

dE, dWq
dt —  dt

que expresa, en términos encrgéticos, la infor-
macién contenida en la ecuaciéon de movimiento,
esto es, que el trabajo hecho por la fuerza de
Laplace en el volumen 2 es disipado completa-
mente por la viscosidad en el mismo volumen.
Por otro lado, la energia libre de Helmholtz
estd localizada en las interfaces que contiene el

(2.10)

BARILOCHE 1995 - 55



problema: a) la interfase liquido(L)-gas(G) de
drea A(t) (superficie libre de la gota), b) la inter-
fase liquido(L)-sélido(S) de drea %(t) cubierta
por la gota y, ¢) la interfase sélido(S)-gas(G).

Entonces, la energia a disposicién para el der-

rame es:

F = / vdA+X (s — ¥se) ‘(2.11)

Definiendo el parametro de derrame S= 'yc;c -
Ysr, — 7Y, tenemos:

F = 7/#(2%9))“\/ 14+ h?dz — n®
0

donde k' =

5 (S +7)
, (2.12)
Oh/0z. Dentro de la aproximacién

de lubricacién es R? << 1;, de modo que pode-

mos escribir

F= %/mf(%ra:)“h'?dx - r2§tS . (2.13)
0 ' v

y su tasa de variacién resulta

ar

i o ,‘(’9]?’
prilie 7/(; (2rz)*h atal.73+ .

2 s
oz ), | =L — 2 2.14
(2 f(z‘,y)( )

El integrando de esta ecuacién puede escribirse
como

L OH B, o . L be
z hy#?t-ham( h h)+a (z° hv(,)—j'v hvé;

con h= Oh/Ot; para ello hemos hecho uso de
la definicién de curvatura, Ec.(2.3), y-de la
ecuacion de continuidad,

(9h
o

+;uvm_o (2.15)
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De esta manera, la Ec.(2.14) queda:
dF dWe

@ T a T o,

) R} S
'7(27ra:f)"vf hf + hgce + '*2“ - '7— B

donde el subindice f indica que la funcién se
evaliia en z = z4(t). En virtud de las Ecs.(2.1)
y (2.2) el segundo término del miembro derecho
corresponde al trabajo por unidad de tiempo de

- las fuerzas en el frente, esto es, dW;/dt. Escri-

biendo la derivada local h; en términos de la
derivada total dhy/dt, tenemos que

220 (9 o
it RS2 Py
Nétese que la expresién entre paréntesis cor-
responde a la fuerza no ba-lanceada en la linea

de contacto, Fy, dividida pory. En efecto, F,
‘viene dada por o

Fn=vs¢ —vsL = cosfy (2.16)

"~ donde 6, es el angulo de contacto dindmico;

tomando cosfy =1 — h'fz /2 se llega facilmente
a

h
2

En el caso de mojamiento parcial (S < 0), se
sabe que la gota se derrame hasta que alcanza
un estado de equilibrio, en el cual el dngulo de
contacto estatico viene dado por la condicién de
Young: cosf, = 1+ S/v. Si en cambio, el mo-
jamiento es completo tenemos que 8, = 0, lo que
es equivalente a suponer que la energia asociada

F,=S+~-1 (2.17)

con S es completamente disipada por viscosidad
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en el film precursor[l]. Asi, la Ec.(2.16) puede
. escribirse convenientemente como

F, = v(cosb, — cosb,) (2.18)
Si se adopta la hip6tesis de deslizamiento, en
la cual hy = 0y 64 = 6., dWy/dt se anula.
En efecto, dhy/dt = 0, el producto h;h tiende
a cero para hy — 0 ya que h — (z; — 2)%/2
(ver Ref. 15) y la fuerza neta F,, también se
anula. En consecuencia, el balance de energia
correspondiente a esta hipdtesis se reduce a

dF _dW

= (2.19)

lo cual constituye una condicién deseable
porque la descripcidon macroscépica es autocon-
tenida. En efecto, toda la energia a disposicién
es igual al trabajo de la fuerza de Laplace (a la
vez igual a la tasa de disipacién viscosa entre 0
y zy) y no hay flujo de energia a través de los
contornos.

Analogamente, parece razonable imponer una
condicién similar para la hipdtesis de altura de
corte. Esto significa que cualquiera que sea el
método empleado para definir el frente, debe
mantenerse la condicién (ver Ec.(?7?)):

h’ dh h’2 S

i il " f

T b =L E = F, 2.20
‘Uf dt f 2 84 ( )

De esta manera, la ligadura global dada por
el balance de energia, Ec.(2.19), se reduce a
una ligadura local para ciertas magnitudes en
el frente. Existen muchas formas de satisfacer
esta relacién; la més simple, y probablemente la
mas satisfactoria desde un punto de vista fisico,
es suponer hy = const. (dhy/dt = 0). Para
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mojamiento parcial una altura de corte natural
podria ser h; = /6, (con a un tamafio molec-
ular), mientras que para el caso de mojamiento
completo el corte deberia ser del orden del es-
pesor del film precursor. Con esta suposicién,
el problema queda determinado al introducir
una longitud caracteristica h; relacionada con
la fenomenologia microscépica, en analogia con
el caso de la hipétesis de deslizamiento en la
cual la longitud A define el tamaiio de la regién
donde el deslizamiento es dominante. La difer-
encia es que mientras en esta ultima las condi-
ciones en el frente son Ay =0y Ay = 0., en la
hipétesis de altura de corte éstas se reemplazan
por un valor dado de h; maés la ligadura dada,
entonces, por
WML S_F
hy¢ FT + ; = —
Fisicamente, esta ecuacion puede interpretarse
como un balance entre la fuerza de Laplace en
el frente mismo y la fuerza neta de contacto.

(2.21)

3. Conclusién

En un trabajo previo[17] hemos complementado
la hipétesis de corte con el balance de energia
en forma de condicién integral, lo cual ha per-
mitido determinar la solucién de la ecuacién
de movimiento por medio de un procedimiento
algo complicado. Los resultados obtenidos
mostraron un buen acuerdo con los experimen-
tos, confirmando que una hipétesis del tipo de
altura de corte junto con consideraciones en-
ergéticas provee un método alternativo confi-
able para describir la dindmica de los derrames.
El resultado novedoso del presente trabajo es la
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especificacién de una condicién equivalente de
cardcter local, que al involucrar s6lo magnitudes
en el frente facilita el uso de la aproximacion de
altura de corte.
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