INFLACION ESTOCASTICA SIN APROXIMACION DE RODADURA LENTA
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Estudiamos el rango de validez del esquema de inflacién
estocastica sin imponer a priori la aproximacién de rodadura
lenta. Encontramos las condiciones generales que se satis-
facen para que sea aplicable este formalismo e ilustramos los
resultados con dos ejemplos con solucién analitica.

We study the range of validity of the stochastic approach
to inflation without imposing a priori the slow-roll condition
approximation. We find the general conditions for this for-
malism to hold, and ilustrate the results with two analytically
solvable examples.

I. INTRODUCCION

En los dltimos anos ha despertado mucho interés el
tratamiento estocastico de modelos inflacionarios para el
universo [1]. Este enfoque describe la dindmica de los
modos de onda larga de un campo escalar ¢, que guia la
expansion de la geometria de fondo. La estructura global
del universo es dada por la distribucién de probabilidad
P(¢,t) de encontrar una configuracién dada de campo ¢
en el instante t. Usualmente estas distribuciones se han
calculado utilizando la aproximacién de rodadura lenta,
¢ ~ 0. En este trabajo estudiamos el dominio donde
es valida una descripcién clisica estocdstica efectiva sin
utilizar dicha aproximacién.

II. DINAMICA SEMICLASICA DEL INFLATON

El lagrangiano para el campo del inflatén es [2]:

1 ,

L(p,pu) =—V—g [5 (9" eupw) +V (sO)]
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donde usamos la métrica de Friedman- Robertson-Walker,
ds® = —dt? + a(t)? di®. Si al campo escalar lo descom-
ponemos en su valor medio mas fluctuaciones, ¢ = ¢, +¢
con < ¢ >= 0, y consideramos sélo hasta términos linea-
les en ¢, las ecuaciones de movimiento se reducen a dos
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ecuaciones clasicas que dan la evolucién del parametro
de Hubble con el tiempo:

Gor — aizvzécz +3Hoq+V'(da) =0 (2)
) 4 2 . = 2 r

y una ecuacién operatorial:
.1 . .
6~ V26 +3H6+V"($a)6 =0 (4)

En esta ultima H y V,;” son funciones de t dadas por (2)
y (3).

El anilisis de la Ec.(4) se simplifica si redefinimos el
campo tal que la ecuacién de movimiento no tenga un

término con derivada primera, ¢ = e 3 Je Hx. Asi ten-
emos:
.1 . 9 ., 3.
\—0—2V2\’+[Vc1 —ZH'—EH]XZU (5)

donde x es operador de campo escalar libre con
parametro de masa funcién de f.

Suponiendo que el campo ¢, es homogéneo, de las
ecuaciones clasicas se obtiene para el parametro de Hub-
ble la siguiente ecuacién diferencial:

2
M?
1272

. _ 8
7= s Viga) (6)

H* -
3M2

La dependencia temporal de ¢, esta dada por ¢, =

M? . L, .
—5%H’. En la aproximacién de rodadura lenta es sim-

2
plemente H2 = ;‘L,’?‘/(éc[)-

A. Dinamica de las fluctuaciones cuanticas
Definiendo los modos:
X = /d3k[ak\k(i’,1)+ll,c-.] (7)

y considerando que en la ecuacién diferencial (5) los coe-
ficientes dependen de t. pero no de 7, podemos escribir
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xre(Fit) = ﬁ-e“}"‘{k(t). El factor que contiene a la

dependencia temporal satisface:
Ex(t) + wibi(t) = 0 (8)

con wi = g; + [Vc;” - %Hz - %H] La frontera entre el

comportamiento senoidal y exponencial de las soluciones
estd dada por:

9.0, 3, :
k2 = a? [ZHz +5H - vc,”] (9)

Asi tenemos un sector infrarrojo (modos de longitud de
onda larga) inestable (E:z < k2), y un sector de modos de
longitud de onda corta (k2 > k2) estable. Debido a la
inflacién modos de longitud de onda corta pasan al sector
infrarrojo y se desestabilizan.

La contribucién de los modos de longitud de onda larga
esta dada por:

1

o= ot

/ PRO(ck, — B)are TEL(t) + he] (10)

donde ¢ << 1. La dindmica de las componentes de onda
larga esta dada por:

. . : . k2
iL—e(k01]+2kox+ko)‘)—-;g-XL=0 (11)

con los operadores 7, £ ¥ A definidas de acuerdo a:

n= (2;)% /d3k6(eko—k)[ake"ﬁ"'fk(t)+h.c.] (12)
" (2;)% [ sk, - Blae ey +hel  (3)
= i)_ / dPkb(ck, — B)are* TE(t) + hoe]  (14)

A partir de las relaciones candnicas de conmutacién para
los operadores de creacién y aniquilacién de los modos,

[ax, ax] = [aI., al,] =0y [ak, a}r,] = 63(k—k'), se puede
calcular el algebra de los operadores que aparecen en las
ecuaciones de movimiento:

XL ), 07 )] = [xL(F, 8). A(7, 1)
= [MF ), 9(7, )] =0 (15)

2 g
ko) sen(ek, R) ok} (16)

[xL(F. 1), (7, 1)] = ie (g kR

D0 k(7 ) = e Fes(e — ¢ (17)
n(r, .h1,)_27r2€d.o —t'), 7

con R = |F—#'|. Introducir un corte en las frecuencias ha
generado una teoria no local. Cuando R >> (¢k,)~!, to-
dos los conmutadores se anulan, lo que permite interpre-
tar la dindinica del campo y; como una teoria cuantica
unidimensional en cada dominio.
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La dificultad fundamental para interpretar estas ecua-
ciones como clasicas radica en el operador x, que en
un dominio dado no conmuta con x, 1 ni A, mientras
que estos ultimos si lo hacen entre si. Esta limitacién
sOlo es superada cuando la contribucién a la ecuacién de
movimiento de k es despreciable frente a lade no A. Pero
el término de ruido no conmutante con x es ambiguo ya
que se lo puede modificar suméandole un muiltiplo arbi-
trario de 7 y restindolo de la ecuacién. Para definirlo
minimizamos la correlacién de los ruidos modificados.
Caracterizandolos por los valores medios cuadraticos de
los operadores, la condicién que asegura la validez de un
formalismo cldsico estocdstico es:

ke

s << 1. (18)
kxx

k=k,

Cuando el fondo es un espacio tiempo de de Sitter y
el campo es libre, esta condicién se reduce a una ya
obtenida por Mijic [4] en un contexto diferente. Esta es
una condicién necesaria para la existencia de un régimen
clasico, pero debe ser complementada con un analisis de
las relaciones de decoherencia. Este aspecto es consid-
erado en la Ref. [5]. Su contenido depende del modelo
considerado y cuando se satisface tenemos una ecuacién
de segundo orden:

T d(icem)wézz (19)
XL = —5xL =€ |2 (ko oRn

que podemos interpretar como clésica estocastica, donde

R= Re% , 17 es un ruido gausiano y 17 tiene una es-
ek,

tructura mucho mas complicada. Introduciendo una vari-

able auxiliar u se puede replantear esta ecuacién como un
sistema de ecuaciones de primer orden:

XL = ko + u (20)
. k? ;
u= a—;XL + ¢k, Ry (21)

o en forma mas compacta, como una ecuacién de
Langevin bidimensional:

&; = fi(@(t),t) + a;5(t) ri(t)  §,5=12  (22)

- XL - u - n
=(%) 7=() #=(3)
dzto 0
a‘—(ei'oR 0) (23)

De ella se deriva una ecuacion de Fokker-Planck bidimen-
sional que da la evolucién de la densidad de probabilidad:

con

OWP(E,Hlf,5) = [~F(Z.117,5)..

+(ko : [€x] @i Qrj > P(z tlg,s). (24)
o 2"?0 kik=ck,Qik k"ali(?.tj sy, S)-
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III. EJEMPLOS

En esta seccién consideraremos dos ejemplos que ilus-

tran la condicién de validez para una descripcién clasica
estocastica efectiva.

A. Ejgmplo 1: inflacién exponencial

Tomemos el caso mas simple para el cual el parametro
de Hubble es constante H = H,. Como consecuencia de
esto el potencial escalar también lo es (V = V,), y viene
dado por la expresién

47?
Hg : 3—]‘4,:?"/0. (25)
Bajo éstas condiciones tendremos
k2 9
°_ = {2 2
a?(t) 4°° (26)
donde el factor de escala esta dado por
a(t) = a, ef°*. 27

La ecuacién de movimiento para el campo clasico sera

¢ =0, (28)

y por lo tanto el campo clasico serda constante durante el
estadio inflacionario, esto es

ba = zI‘ : o (29)

La ecuacién de modos en el sector inestable viene dada

por

Ex(t) + z(t,), ¢~ 2Hot _ ng] ék(t) =0. . (30)

- La solucién general a esta ecuacién en un campo no ma-

sivo es (para z = e~ Ho!, y = 3H,)

&u(t) = A1H<‘)(——z)+A H(”(—x) - (31)

donde H, {1 y'Hy o ) son las funcxones de Hankel de primer

y segundo orden, respectivamente. - La condicién para

que el sistema se pueda describir con una. aproxnnaaon
" estocastica efectlva es en este caso:

73
16°

que se satisface en todo instante, siempre que se elija ¢
suficientemente pequeio.

<< 1, - (32)
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" B. Ejemplo 2: inflacién potencial

o h
A continuacién vamos a considerar un ejemplo que
corresponde a la inflacién. potencial. Si tomamos como
punto de partida la siguiente relacion entre el parametro

de Hubble y el campo del inflatén: .- - . i

H= ael’d’cl : . ' (33)
tenemos: ~ , ‘ ‘ . ,” w
. M2 abM2 o
ba= g LH = —— e C(34)
AT, y N
con lo cual resulta_; o . -
. 1 |
ab?M. L
$et =—In [ 2 +c)] .- 1 (39)

5

2
Definiendo p = (b—;’l’—) y 7 =1+ ¢, el potencial respon-
sable de este comportamiento es:

B

i
o

v 3 (% 1Y 2540 L
V=5 (1 3,,) et @

La evolucién de la métrica esta dada por: . - | ;
Y= g a(t)=dr? (38)

Como se ve, la relacién (33) efectlvamente da lugar a
inflacién potencial. En este caso el umbral para la reglon
ipfrarroja inestable es: '

2.2 .
g2 = £ (g?——lspﬂ) Hp—1) (39)

° 2 2

La solucién general de la ecuacién (8) que deﬁne los
modos es:

. p . .
— (1) 1-p
- SO=yaamy) [ (7=5)
L (2) —_  yl-p .
_ +C2’ 1, (d(l -y _ (40)
9,7 15,58 . .
con'y = X2 p—12 2. Si en particular consideramos el

vacio adiabatico, C; = 0, podemos verificar que para que
sea valida la descripcién estocdstica se debe cumplir que
’ \ 2v h
4 (517~ ey
(14 20)T%(v)

que se satisface aiin para valores de p cercanos al limite
inferior permitido para que haya un sector de frecuen-
cias imaginarias, p & 3, siempre que ¢ < 0.1. Por otra
parte la condicién de rodadura lenta se cumple sip>>1.
Se observa que en el limite de p grande la condicién es
idéntica a la de inflacién exponencial. !

I
J
i

]
I
¥

<< 1, (41) -
5

i
BARILOCHE 1995 - 241

'



IV. COMENTARIOS FINALES

En este trabajo analizainos las condiciones que deben

- satisfacerse. para que una aproximacion semicldsica para
la dindmica inflacionaria pueda reducirse a una descrip-
cién efectiva clasica estocastica. Hemos mostrado una
generalizacién a la aproxiimacion usual, basada en la elilm-
inacién del término ¢ en las ecuaciones cosmoldgicas y
que conduce a la formulacién- de Starobinsky, y hemos
establecido cuales son las condiciones de validez de nues-

tras ecuaciones, en general-mas amplias que las dé ro-,

dadura lenta. Incluso cuando es posible construir una
teoria clasica efectiva €ste no necesariamente se reduce
ala desarrollada en base ala aproximacion mencionada,
sino que queda caracterizada en general por una ecuacion
de Fokker-Planck bidimensional.
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