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La gravedad lineal en dimensién (1+1) se utiliza frecuentemente como laboratorio teérico para
estudiar diversas propiedades que también estan presentes en teorias de la gravedad de mayores
dimensiones.

En este trabajo se desarrolla el formalismo Hamiltoniano de segundo orden para la gravedad li-
neal en dimensién (141). Con este propésito se construye primeramente el formalismo canénico
exterior geométrico de primer orden y luego se lleva a cabo la descomposicién espacio-tiempo
y se estudia el algebra de los vinculos de primera clase. Se confrontan los resultados con los
que se obtienen mediante el método simplético de Faddeev-Jackiw.

Two-dimensional lineal gravity is often used as theoretical laboratory to study several properties
also present in gravities of other dimensions.

The second order Hamiltonian formalism for the (1+1) Jackiw-Teitelboim model is considered.
We start by considering the first order exterior canonical formalism, arising from the group-
manifold approach to gravity. Next, the space-time decomposition is carried out and the algebra
of first class constraints is found. The results are compared with those obtained by means of

FORMALISMO CANONICO EXTERIOR EN LA GRAVEDAD LINEAL (1+1)
Y SU CONFRONTACION CON EL METODO DE FADDEEV-JACKIW

the symplectic Faddeev-Jackiw quantisation method.
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INTRODUCCION

En 3 y 4 dimensiones, la gravedad con todos
sus posibles acoplamientos a campos de materia y
particulas pueden formularse como teoria de gauge del
grupo de Poincaré. Sin embargo, es en el caso de 3
dimensiones en el cual la formulacién de la gravedad
como teoria de gauge es particularmente interesante,
cuando la accién de Einstein-Hilbert puede escribirse
como un término de Chern-Simons puro.

En dimensién (1+1) el tensor de Einstein G, =
Ry, - %gy,,R se anula idénticamente, de tal manera
que las ecuaciones de campo de Einstein son las del
vacfo. Hace algunos afios se propusieron una clase de
teorias de la gravedad en dos dimensiones, en lugar
de la relatividad general. Desde entonces se estudia-
ron varios modelos, pero dos de ellos parecen tener
un particular interés, tanto por su simplicidad como
por sus propiedades tedricas en el marco de grupos de
Lie. El primero es el llamado modelo de la gravedad
de Liouville!. En este modelo la curvatura escalar R
se iguala a una constante cosmolégica A. Para tratar
esta teoria a partir de un principio de accién, se re-
quiere un campo escalar adicional 7 que actia como
un multiplicador de Lagrange y lleva a la ecuacién de
movimiento para R.

La gravedad de Liouville se obtiene a partir de la
accion:

L =/sz vV=gn (R—A). (1.1)

El segundo modelo fue introducido como un modelo
en dos dimensiones inspirado en la teoria de cuerdas,
y lleva a una interesante solucién que exhibe todos los
rasgos principales, caracteristicos de la geometria de
agujero negro?. Su accién es:
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L= f d’z \/—g (nR—-A) , (1.2)

donde 7 = e~2¥, siendo ¢ el campo del dilatén y Res
la curvatura escalar que corresponde al tensor métrico
G = 6_2“’9;411-

Con referencia al primer modelo, propuesto inicial-
mente por Jackiw y Teitelboim, se puede obtener
la extensién supersimétrica. Esta formulacién
estd basada en el algebra graduada de de Sitter
OSP(1,1/1)3:

1
[Pa.an]_ ="Z)‘5abJ’ [Pm']]_ =50.be1

Q] = 3 (1°),5 @8 » [PorQal_ = 32 ()as @
[Qar Qsly = —2i(Y*)ap Pa+iX (1°) 457 - (1.3)

En este caso, el producto interno (graduado) inva-
riante y no-degenerado dado por:

8i

(Pay P = hab , (0,0) = 55 » (@ @) =~ a8

A
(1.4)

se utiliza para escribir la siguiente accién
S = / dc e* (1, F,,) . (1.5)

donde F = dA+ A? es la 2-forma intensidad de campo
asociada al campo de gauge

1 B
Ap = ViPa—wud + 35X ("*), Qa (1.6)

y 7 =n°Py +71’J + n*Q, es.un escalar con valores
en el dlgebra graduada. Esta accién es explicitamente
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invariante topoldgica y de gauge. Es importante re-
marcar que ésta se define en una superficie ordinaria
bidimensional.

En el presente trabajo nos ocuparemos sélo del sec-
tor bosénico, dejando para uno préximo la extensién
de los resultados al caso supersimétrico.

La accién del modelo inicialmente propuesto por
Jackiw y Teitelboim, en componentes se escribe:

S = / &’z [n* " (8uVaw — €ab Wi V)

4 1
_ :\_2.77-’5#" (a#wy + §A2e“”va#v,,,,>] .1

donde los indices a,b=1,2 y p,v =0,1.

I. FORMALISMO CANONICO EXTERIOR

Para desarrollar el formalismo canénico exterior?

se parte de la 2-forma Lagrangiana, la cual se ob-
tiene a partir de la accién anterior. Dicha 2-forma
contiene los siguientes campos independientes: las 1-
formas conexién espinorial w y el zweibein V2, las
cuales son los campos de gauge del modelo; y las 0-
formas 17 y 7,:
o4 g 1 7ve b

L=nR abvi R——2-77V AV em, (2.1)
donde la curvatura R y la torsién R* estdan dadas res-
pectivamente por:

R=dw,
R =dV® —wAV,e®.

(2.2a)
(2.2b)

A partir de este Lagrangiano se construyen los mo-
mentos canénicos conjugados de los campos indepen-
dientes u4 = (V%,w,nq,n’) derivando respecto a las
“velocidades” duA.

Los momentos correspondientes a los campos de
gauge son O-formas y los restantes resultan ser 1-
formas y generan los siguientes cuatro vinculos pri-
marios:

(V) =7o(V) — 1. =0, (2.3a)
P(w)=7(w) =0, (2.3b)
®%(7.) =7 () = 0, (2.3¢c)
&5(p°) = ms(n’) - ;—iw ~0. (2.3)

Todos estos vinculos son de segunda clase, ya que
tienen al menos un corchete de Poisson con otro
vinculo distinto de cero.

Se puede construir ahora el Hamiltoniano total:

Hr = Hean + A A, , (2.4)

donde Hoon = du? ATl4 — L estd dado por:

1
Heoan = (na wAV, + 5nJva A V,,) e . (2.5)
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Utilizando la definicién y propiedades de los
corchetes entre formas?, el célculo de los corchetes en-
tre los vinculos y el hamiltoniano total Hr permite
hallar las ecuaciones de movimiento para los campos,
en el formalismo canénico exterior. Esto conduce a
la no existencia de vinculos secundarios. Luego to-
dos los vinculos son primarios y es posible ademaés
mostrar que ellos son de segunda clase. Las ecuaciones
de movimiento se escriben:

d®, (V) = [nPweap + 07 VPeay — dna] 0 (2.6a)
d®(w) = [nav,, €% + %dnj] ~0 (2.6b)
d®%(n,) = — [wA Vp * ~dV?] =0 (2.6¢c)

1 4
d®;(n’) = - [iV“ AV eap+ B\—Q-dw] ~0. (2.6d)

Hacemos notar que la ecuacién {2.6a,b) expresan
reonomia. Es decir, a partir de (2.6a) vemos que 7745
es la componente interna de la 1-forma curvatura D7,;
mientras que de (2.6b) vemos que —ﬁ\;na e es la
cor;lponente interna de la 1-forma curvatura Dn’ =
dn’.
Con la finalidad de hallar explicitamente el conjunto
de vinculos de primera clase, es necesario hacer la
descomposicién espacio-tiempo® en la variedad para
poder hallar el Hamiltoniano usual del sistema como
generador de evoluciones temporales. Es ttil intro-
ducir las funciones “shift” N*y “lapse” N+ las cuales
determinan las componentes del tensor métrico. Las
componentes holénomas del zweibein V, = 2La“ dz*
se separan:

2Lai = 1Lm' = Lgi 1Li = Li ’
2L, =1L% + (N*Y)'Nin,, (2.7)

donde la normal 1, a la superficie satisface: n,n® =
1, n Le =0, ng=-N+t210 y (=29 =

NJ_gl/Z_
Luego:
/HT = /dxo AH, (2.8)
donde la 1-forma H estd dada por:
~ 1
H = /d(L‘ (5 wgb Hap + Lao Ha) N (29)
con:
Hab dr = (\IlaVb — Va‘Ilb) ~0 (2.108.)
1
a N S N § J ab
H da:_47r[ an® + 0’V €
+ w e (mp + 478,)] ~ 0. (2.10b)

y donde se ha llamado ¥, = @, |s= (7a — 7g) |& =
Ha — Mo = 0.

Para obtener las ecuaciones (2.10) que correspon-
den al formalismo de segundo orden, se tomaron ceros
fuerte las ecuaciones (2.6ag y (2.6b). Esta iltima per-
mite despejar wy,” = w,e® = 2wzb = -V7 e’ 8,V,,
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que como es usual la componente espacial se escribe
en funcién de la curvatura extrinseca Kj; como sigue:
2% = 1@ 4 (nPL% — n®LY)K; . (211)

Es de hacer notar que a partir del formalismo
geométrico exterior, el vinculo (2.10a) aparece natu-
ralmente. Este vinculo no es mas que el generador

Jap de las rotaciones locales de Lorentz que es una
densidad, y en este modelo toma la forma:

Jap = Wi Ly — Wy Lo; = I, Ly; — I Ly;

4 )
+ 329" (naLy — L) O (2.12)
donde se ha definido W, =
analogamente II..

Finalmente, introduciendo el impulso canénico del
tensor métrico g;; , # = II,L* + IIJL*, llamando
7 =7l + %:— na L 1w, y teniendo en cuenta la
descomposicion:

v, SOiNJ_gl/2 y

LooH® = NY*H, + NiH; , (2.13)

los dos vinculos restantes de primera clase, que con-

juntamente con (2.12) cierran el dlgebra de Poincaré

se escriben:

A2 1/2 k 1/2.J iL 91/2 i, J
—_ - 3

Hi =79 TRTm g -6;J —ina )

(2.14)

_ - -
H; = ' 7y + zgl/2J{L7rJ — &mf + g7 V/%8,9'/2 7k

(2.15)

II. METODO DE FADDEEV-JACKIW

Vimos que para pasar al formalismo de segundo or-
den se debe imponer la nulidad de la ecuacién de la
torsién, lo cual permite escribir

wu(V) = =V7e?0pVos . (3.1)

Es posible escribir la densidad Lagrangiana corres-

pondiente a la accién (1.7) como sigue:

4 1
L= ﬁ(—g”?) et (3nnJ)wu - '8‘)‘277J sabV:V,,b] :
(3.2)

En el marco del formalismo de Faddeev-Jackiw
(FJ)®79, se debe definir un conjunto de variables que
permitan llevar la densidad Lagrangiana (3.2) a la
forma simplética de FJ. Un conjunto adecuado de va-
riables que define el correspondiente espacio de confi-
guracion es:

] J
Laiyp‘nyn 77TJ7L(10
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donde p* = 0L/0L,; y ™5 =0L/dn’.
Usando (3.1) la densidad Lagrangiana (3.2) toma la
forma:
L= paiL.a,' + 7y T;J -V. (3.3)

El potencial simplético V = Lao'H'® donde:

, A2 )
He =_p° [_Z g—l/2 ﬂ,:i Ty + g1/2 'I’[J

4 .
~ 2 g% g* VjakﬂJ]

+ Lo [(amJ)ﬂ"J — ok, + g7/ B;g'/? 7"’7:] - (3.4)

Vemos asi que la tinica variable singular es Lgg.
La matriz simplética resulta:

0 -&8 0 0 0
& 0 0 0 0
fi=1] o 0 0 -1 0 (3.5)
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0

Por lo tanto la matriz simplética resulta singular y
tiene un autovalor cero . Si llamamos v,(z,t) a la
funcién correspondiente al modo cero (donde o varia
sobre el nimero de autovalores nulos de la matriz
simplética), o sea:

[asramg= [aTwn=0.  ©o)

U . z s
se muestra que H ¢ = 0 y se obtiene asi un vinculo.
Por lo tanto en la primera iteracién el Lagrangiano
se escribe: ‘

LO = p¥L 4 nyn? + X H - VD, (3.7

donde
V) =V a0 (3.8)

finalizando asi el proceso de iteracién.
La matriz simplética que se obtiene después de la
primera iteracion es:

j oH'e
0 —626;-’ 0 0 9Ly
856! 0. 0 S
=1 o 0 0 -1 gz
aH'e
0 0 1 0o g
_an’® _aw® _an® _aH®
OLaj 8paJ on’ L ¥
Se muestra que:
s I’ ’ ’ 2
detf(])_ OH aHb—af).(a af’.‘b
YT\ 8Q; oPT AP 9Q;
I Ib 2
= [’H o H ]P : (3.9)
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donde Qi = (LaianJ) y P = (pai’ﬂ..])-
Ademaés se muestra que:

[H'“,H'b] L =A@, PYH®.

Sin embargo este vinculo no cierra el dlgebra de los
vinculos de primera clase.

Para cerrar el dlgebra de los vinculos generadas por
las ecuaciones:

(Ma(e), Mo(0)] = 2 Rascad™ 6z —y)  (3108)
He(2), Jab(y)] = (McHa = NacHb) 6(z —y) (3.10b)
[Jab(z)s'}cd(y)] = (Nac Jod — Mbe Jad + Moa Jac

= Tad ch) 6(37 - y) ) (3'10(:)

es necesario introducir en el formalismo de FJ el gene-
rador J2° de las rotaciones locales de Lorentz en forma

ad hoc. Se puede mostrar que la siguiente combi-
nacion
3 1 4 1 ai
Jeb — azLi_) - pszg. + —)\—591/2 (naLbz —nbL )61'77J ,
(3.11)

es nula; y que los conmutadores [H:o(z), Jas(y)] ¥
[Jab(z), Jea(y)] también son nulos pero no cierran un
algebra.

Consecuentemente, si en vez de partir del La-
grangiano (3.3) para construir el formalismo de FJ,
partimos de otro equivalente:

L£* = paiL'm_ + 7y n'J _ (LaOHla + Aab Ja.b + Woap Jab
— woas %) = p¥ Lo + My — V., (3.12)

donde ahora las variables singulares son Lsg y wWoab,
el potencial simplético resulta:

p A2 . .
V = Lao (H o4 -Z-g_l/zL;‘ Jt 7y +n° a.-J*L) .

(3.13)

Después de completar las iteraciones correspondien-
tes, la nueva matriz simplética singular tendrs la
forma:

_sbsi gH®  gJec
0 . 6(161 0 0 ang aL(,‘
b o7 dH®  9Jee
6267 0 0 0 op5  opF
_ IH®  9J°c
. 0 0 0 1 o7 on7
i = aH®  dJec
0 0 1 0 S B
_ond oMt _om® _ oH® 0 0
AL, j 8pai aT]" ony
_ard  _agbd  _aJbd_aJbd 0 0
AL, ; apbt on’ any

Esta matriz tiene dos modos cero, asociados a los
nuevos vinculos de primera clase H, y Jup. Los au-
tovectores correspondientes a autovalores nulos satis-
facen:

)" .f=(0,.,0,[H*, H®] ,[H%,7%])  (3.14a)
()" .f = (0,..,0, [7%,H] , [J°*,J4]) . (3.14b)
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Como ahora estos corchetes de Poisson cierran el
algebra (3.10) de los vinculos, definen un conjunto de
autovectores nulos sobre la superficie de los vinculos.

Finalmente se puede mostrar que la variacién sobre
los campos de medida viene dada por:

5“;1 = DfB €B, (315)
con A,B = [a,(ab)] y p = [0,1). Como es usual,
esto significa. que la correspondiente accién es inva-
riante bajo el espacio-tiempo total dependiente de esta
simetria de medida y no solamente a la simetria res-
tringida a la superficie de los vinculos .

En conlusién, el formalismo de FJ, como en gene-
ral ocurre con los métodos en componentes aplicados
a teorias Lagrangianas gravitatorias, no dan cuenta
naturalmente del conjunto completo de vinculos de
primera clase que cierran el algebra correspondiente.
En cambio el formalismo geométrico canénico exte-
rior, donde la invariancia de Lorentz es manifiesta de-
bido al lenguaje en formas que se utiliza, naturalmente -
contiene la informacién de todos los vinculos asocia-
dos a las simetrias de gauge del modelo en cuestién.
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