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La teoria de medida que describe la gravedad conforme en dimensién D=3 ést4 descripta por un
término de Lorentz-Chern-Simons puro. La densidad Lagrangiana del formalismo de segundo
orden de esta teoria no Abeliana es singular y contiene altas derivadas temporales. En este
trabajo se aplica el método simplético de cuantificacién de Faddeev-Jackiw y se estudian los
vinculos de primera clase en un formalismo de primer orden.

The conformal gravity in three space-time dimensions is described by a pure Lorentz-Chern-
Simons term. This system has constraints on curvatures and so, it is an higher-derivative gauge
model. The dynamical properties of this model are analyzed by means of the Faddeev-Jackiw
symplectic quantization method. Using this algorithm in the first order formalism, we study
the gauge transformations and we find the constraints of the model.
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INTRODUCCION

El método de Dirac para sistemas vinculados! ha
sido utilizado en una gran ndmero de sistemas en
mecénica cuantica y en teoria de campo. Sin embargo
el célculo de las estructuras bésicas, es decir, de los
corchetes de Dirac generalmente es largo y tedioso.

Faddeev y Jackiw (FJ) en 19882 proponen una
nueva forma para el tratamiento de sistemas vincu-
lados, que en muchos casos resulta mas “econdémica”
que la formulacién de Dirac.

El formalismo Lagrangiano de Faddeev-Jackiw, se
basa en considerar Lagrangianos de primer orden en
derivadas temporales. Esto no es un problema, ya que
cualquier sistema puede ser llevado a una formulacién
de primer orden introduciendo campos auxiliares y
por lo tanto aumentando el mimero de variables del
espacio de configuracién. Los corchetes generalizados
se obtienen a partir de las ecuaciones de movimiento
y se demuestra que coinciden con los que se obtienen
directamente del formalismo de Dirac®4.

En esta formulacién la clasificacién de sistemas vin-
culados y no vinculados esté relacionada con el com-
portamiento singular de la 2-forma simplética.

El formalismo de Faddeev-Jackiw ha sido estudiado
en profundidad en los trabajos de referencias®. En
dichos trabajos, se muestra que realmente este método
resulta més simple y econémico que el de Dirac. Esto
en parte se debe a que en el formalismo de FJ en
general hay un nimero menor de vinculos. Atn en el
caso en que el mimero de vinculos sea el mismo, ellos
se obtienen realizando un nimero menor de pasos.

En este trabajo se utiliza el formalismo de FJ para
describir la gravedad conforme en dimensién (2+1).
En la seccién II se hace un resumen del formalismo
de FJ. En la seccién III se lo aplica al formalismo de
primer orden?.
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1. FORMALISMO DE FADDEEV-JACKIW
PARA SISTEMAS VINCULADOS

En este método el punto de partida es un forma-
lismo Lagrangiano. Sea un sistema con N grados de
libertad descripto por un Lagrangiano de la forma

L =ax(q)§* - V(g

donde las variables dindmicas ¢*(t) definen un espacio
de configuracién construido con el conjunto de varia-
bles originales, maés el conjunto de los campos auxilia-
res. El nimero de campos auxiliares que se deben in-
troducir, son los necesarios para llevar el Lagrangiano
original a uno de primer orden en derivadas tempo-
rales.

A partir del Lagrangiano (2.1), se obtienen las si-
guientes ecuaciones de movimiento:

k=1,2,..,N, (21)

.. oV
9q
donde las cantidades
da; Oa;
fij = qu - a_q; ) (2.3)

son los elementos de la matriz simplética. El estudio
de esta matriz diré si la teoria presenta o no vinculos.

Si la matriz simplética es no singular, a partir de
las ecuaciones de movimiento (2.2), resulta

v

¥ =1 —. 2.4
¥ =7 5 (2.4)

El Hamiltoniano correspondiente al Lagrangiano
(2.1) coincide con el potencial simplético V(g*), por

lo tanto a partir de la ecuacién (2.4) se obtiene

1%

qj_—-[V’qj]——a;{[qi,qj]’ (2.5)
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donde [¢f, ¢ ] = (f%9)~" son los corchetes generali-
zados correspondientes al formalismo de FJ. La tran-
sicidén a la mecénica cuintica se realiza, como es usual,
reemplazando las variables cldsicas por operadores
cuénticos actuando sobre algtin espacio de Hilbert.

Si en cambio la matriz simplética f;; es singular,
ella tendrd m (m < N) autovectores v, correspondien-
tes a autovalores nulos (con @ = 1,2,...,m). En estd
formulacién los vinculos aparecen como condiciones
algebraicas necesarias para mantener la consistencia
de las ecuaciones de movimiento.

Multiplicando la ecuacién (2.2) por izquierda por
los autovectores correspondientes a autovalores nulos,
los vinculos 2, resultan:

Qaz (’l)z)T ﬂ/- =0

o (2.6)

a=1,...m.

Los vinculos §2, se introducen en el Lagrangiano uti-
lizando adecuados multiplicadores de Lagrange. Estos
multiplicadores pasan a formar parte de las variables
dindmicas de la teoria, y por lo tanto el espacio de con-
figuracion se amplia. Con el Lagrangiano asi obtenido
se repite el procedimiento.

Pueden ocurrir dos cosas:

1) Que despusés de N pasos iterativos, la matriz fz-(jN)
sea invertible. En este caso se obtienen los corchetes
generalizados a partir de los elementos de la matriz in-
versa (f*4(N))~1 los cuales coinciden con los corchetes
de Dirac®#4.

2) Que después de N pasos iterativos, la matriz fi(jN)
contintie siendo singular y al repetir una vez mads el
procedimiento no se obtengan nuevos vinculos. Este
es el caso en que se estd tratando con teorias de gauge.
Por lo tanto, para lograr que la matriz simplética sea
invertible es necesario introducir los términos de fijado
de gauge.

Hasta aqui se ha considerado el caso de teorias con
un numero finito de grados de libertad. La adaptacién
a la teorfa de campo, béasicamente se realiza reem-
plazando las derivadas parciales por derivadas fun-
cionales. De esta forma los elementos de la matriz
simplética estin dados por la ecuacién

bap(y) daa(z)
bpA(z)  6¢B(y)’

donde ¢*(z) representa cualquiera de los campos del
conjunto simplético. Por otro lado, en las condiciones
de vinculo (2.6), se debe integrar sobre las variables
del potencial ya que se trabaja con densidades, y
sumar sobre las variables de los autovectores. Te-
niendo en cuenta esto, la ecuacién (2.6) resulta:

/dx va(z,t) Q4 = /dx va(z,t) 35‘4—((2—:—?)- X

[avwn=0, 9

faB(z,y) = 2.7

donde v4(z,t) son los autovectores correspondientes
a autovalores nulos de la matriz simplética. Las can-
tidades Q4 son los vinculos en este formalismo.
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II. FORMALISMO DE PRIMER ORDEN

El Lagrangiano para la gravedad conforme en di-
mensién (2+1)%1° se escribe:

1
L= (-g)ke7r [’YABREU up + 5Canors ) u,’,‘] ,

(3.1)

con o,v,p=0,1,2.
Los campos de gauge para los distintos valores del
indice A son:

o= (5", Vo' £500)

donde w‘p‘b es la conexién espinorial, V' el “dreibein”,
f5 el “boost” conforme y b el dilatén.

Las cantidades Capc, totalmente antisimétricas,
son las constantes de estructura del grupo conforme y
estan relacionadas con la métrica de Killing yap por
la ecuacién

Capc =v4p CBe -
Las expresiones explicitas para las curvaturas son:
R (w) =R (w)— (Vafy —Vafa - Ve + V2F2)
1
RL(V) =5 [0uV0 — 0V + Wi Vay — Vi
=,V + b, V)7 ] , (3.2)

1
R () = 5 [0ufS — 0uf 4+ fow — i fot
+bl~‘fl‘/l - Vfﬁ ] )

1
R, (b) = 5 [Buby — Buby + 2V far — 2V fa] -

donde R (w) es la curvatura construida con la
conexién espinorial conforme.

La densidad Lagrangiana (3.1) se puede llevar a la
forma de la ecuacién (2.1), y resulta

L=a,apf = V(i)
= (g’}eij')'AB/»tf) i - [—2g%sij’YAB/A€R5] . (3.3)

El conjunto inicial de variables simpléticas es x; =

(1, ug). Los coeficientes de la matriz simplética

se obtienen facilmente a partir de la ecuacién (2.7) y
quedan dados por:

Fut@wp) = —203 ¢ apb(@ —y),  (34a)

f#{,‘(fv),ﬂf(y) = f#a“(m),#(?(y) =0. (3.4b)

Evidentemente, la matriz fu:‘,‘,u,’? es singular. Esto

quiere decir que existe un conjunto de autovectores vf;l
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correspondientes a autovalores nulos. A partir de la
condicién (2.8) se obtienen los siguientes vinculos

Q4 = —29%6"%31%5 :

Debemos ahora repetir el proceso. Para eso intro-
ducimos los vinculos (24 con sus correspondientes mul-
tiplicadores de Lagrange A“, en la parte canénica de
la densidad Lagrangiana. El nuevo Lagrangiano se
escribe:

(3.5)

C = (g%eij’y,qgl,tf> fB QA -V, (3.6)
donde V' =V |g,—0 = 0.

El nuevo conjunto de variables es x; = (g, 2A4).
Los elementos de la nueva matriz simplética resultan:

1 l iv
fus@ywp ) = fup@wpe) = —292€71486(z — ),

&s(y)

f#;‘(:c),z\B(y) = _f)\B(y),u;“(:c) = W s (3.7)

Fra@ase) =0-

A partir de las ecuaciones (3.7) se observa que la
matriz f p €s nuevamente singular. Dado que V=
0, repitiendo el procedimiento no se obtienen nuevos
vinculos. Es decir, no es posible eliminar los vinculos
Q4 los cuales son de primera. clase. Es posible mostrar
que estos vinculos son los generadores de las simetrias
de gauge del modelo. Realizando transformaciones de
gauge sobre las variables de campo se obtiene

Spt = (Vie)? (38)
donde ¢ son los parametros infinitesimales de las
corr%pondienteﬂ.tra.nsformacion&.

Identificando A4 = —p§ y realizando la transfor-
macién de gauge sobre el multiplicador ', se obtiene
ot = (Vo €)™,

Por lo tanto, la transformacién infinitesimal (3.8)
definida sobre la superficie de los vinculos, se extiende
a todo el espacio de configuracién y es posible escribir:

S = (V, ) . (3.9)

La ecuacién (3.9) muestra la forma usual de las
transformaciones de gauge sobre los campos.

A partir de aqui, en razén de obtener una ma-
triz simplética no singular, es necesario agregar los
términos de fijado de gauge al Lagrangiano.

Posteriormente, el proceso de cuantificacién se
puede llevar a cabo utilizando los métodos conocidos.

Si se trabaja en el formalismo de segundo orden,
es necesario imponer la nulidad de la ecuacién de la
torsién (3.2), la que nos permite escribir

wi(V,0) = Wi (V) = 0¥ (V2V2 - V2V2) . (3.10)

Introduciendo las restantes ecuaciones (3.2) para
las curvaturas y la ecuacién (3.10) en el Lagrangiano
(3.1), este se puede escribir:
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, (3.11)

— J.%ay.p ab ab_z ab bc  ca
L=N—g2¢e Oaw# wy 3wa w,© Wy

donde la conexién espinorial que aparece en (3.11)
wi = we(V) es la conexién de la gravedad simple
(gravedad de Poincaré). Los campos del dilatén y del
“boost” conforme quedan asi completamente elimina-
dos. Por lo tanto, en el formalismo de segundo orden
la densidad Lagrangiana depende sélo del campo V¢

La densidad Lagrangiana (3.11) contiene derivadas
segundas temporales sobre el campo V)7, las cuales no
pueden ser eliminadas por medio de una integracién
narcial debido a la presencia del término de Lorentz-
Chern-Simons. Se est4 asf en presencia de una teoria
en altas derivadas.

Consecuentemente, en el marco del formalismo de
FJ, se debe definir un conjunto de variables auxiliares
que permitan llevar la densidad Lagrangiana (3.11) a
la forma (2.1). Para ello se define un campo indepen-
diente B = V2 (i = 1,2) y la expresién (3.11) toma
la forma:

L=1%By+1"Veo—V (Bai , 7, Voo, 7°, Vi) ,

A partir de este punto la aplicacién del método
de FJ es directa, con la complicacién adicional en el
cdlculo inherente al formalismo de segundo orden.

Concluyendo, es evidente que el método de FJ apli-
cado al formalismo de primer orden permite llegar a
los resultados en forma mads simple que utilizando el
método de Dirac.

Por otro lado es sabido que el formalismo de se-
gundo orden en este modelo utilizando el método de
Dirac es extremadamente complicado. La respuesta
que aun no es posible dar es si en el formalismo de
segundo orden el método de FJ es realmente mas
“econémico”.
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