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SOBRE LA EQUIVALENCIA ENTRE LAS DISTINTAS
FORMULACIONES DE LA MECANICA CUANTICA
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Pabellén I, Ciudad Universitaria, (1428) Buenos Aires.

En un trabajo previo se expuso -en lineas generales- el formalismo de Wigner de la Mecénica Cudntica en el
espacio de las fases y se mostrd su equivalencia con la formulacién canénica de Heisenberg, Schroedinger y
Dirac. Aqui mostramos que el formalismo de integral de camino de Feyman puede derivarse naturalmente
partiendo del cuadro de Wigner, completando asf una exposicién didactica de la equivalencia entre las prin-

cipales formulaciones de la Mecénica Cuantica.

1. INTRODUCCION

Poco tiempo después del surgimiento de la
Mecénica Matricial de Heisenberg, Born y Jordan!
(1925) y la Mecénica Ondulatoria de De Broglie y
Schroedinger?(1926), fue el propio Schroedinger
quien descubrié la equivalencia entre ambos forma-
lismos®. Posteriormente, Dirac* extrajo la esencia de
ambos es su Teorfa de las Representaciones. Por la
misma época Von Neuman® formaliz6 el trabajo de
Dirac e introdujo, al mismo tiempo que Landau, el
concepto de matriz de densidad.

El desarrollo de esas ideas estd en general
descripto en los tratados cldsicos de Mecénica
Cuantica®, por lo que no nos detendremos a hacer un
analisis del cuadro de implicaciones entre las distin-
tas representaciones del formalismo de la Mecénica
Cuéntica arriba mencionadas.

Sin embargo, como sefialamos en un trabajo
anterior (I)", la formulacién de la Mecénica Cuantica
. en el espacio de las fases, ya sea en la versién ori-
ginal de Wigner* (1932) o en alguna de las otras
formas surgidas posteriormente en la literatura’, es
muy poco discutida en los textos cldsicos de
Mecancia Cuantica. Tal vez ello se deba a que en la
formulacion original de Wigner, su equivalencia con
la formulacién standard quedaba restringida al caso
particular de operadores cudnticos de la forma
AQ)+g(P), para los cuales no existe problema de
ordenamiento. Fue Moyal'® (1949) el primero en
demostrar que el formalismo de Wigner coincidia
con el formalismo standard, si los operadores
involucrados correspondian a expresiones clésicas
cuantificadas por medio de la regla de ordenamiento

de Weyl''. Pero esto todavia no ofrecfa un cuadro
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general para el caso de operadores arbitrarios. No
fue sino hasta los trabajos de Rosenbaum'? (1967) y
Leaf'® (1968), en que se demostrara la perfecta equi-
valencia de ambas formulaciones, y que la debida a
Wigner no es otra cosa que un isomorfismo entre
los operadores del formalismo, la Mecénica Cuantica

'y las funciones definidas sobre el espacio de las

fases, por medio de la aplicacién inversa de la regla
de Weyl.

En I presentamos el formalismo de Wigner
haciendo hincapié en este punto, asf{ como en su
equivalencia con el formalismo de matriz densidad,;
sus principales aspectos son resumidos en la seccion
II de este trabajo.

La restante formulacién de la Mecénica Cué-
ntica universalmente aceptada, es el formalismo de
integral de camino, que tiene origen en la tesis
doctora de Feynman (1942) ** y cuyos antecedentes
pueden rastrearse en trabajos anteriores de Dirac'®.
La presentacion original de Feynman, estaba formu-
lada en funcion de una integral de camino en el
espacio de configuraciones del sistema, y la inten-
ci6n original del trabajo era formular una Mecénica
Cuantica basada directamente en el formalismo
Lagrangiano, sin necesidad de recurrir al formalis-
mo canénico de Hamilton. Fue también el propio
Feynman quién estableciera por primera vez la co-
nexién con el formalismo standard, derivando la
ecuacion de Schroedinger a partir de su propio for-
malismo, pero sélo para algunos casos particulares,
como los correspondientes a Lagrangianos del tipo:

L:%qu-*-v(q),

lo cual no prueba -en general- la equivalencia con el
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formalismo canénico standard de la Mecénica Cuan-
tica'®.

Hoy dia sabemos que en el caso de formas
funcionales mas complicadas, se deben sumar térmi-
nos efectivos a la accion clasica del formalismo
Lagrangiano'’. Es por eso que la formulacién Hamil-
toniana de la integral de camino en el espacio de las
fases'®, es preferida por algunos autores como punto
de partida para el desarrollo del Formalismo de la
Mecénica Cuéntica.

Sin embargo, eso no resuelve todas las dificul-
tades ya que es sabido que el problema del ordena-
miento de operadores, se traslada al formalismo de
Feynman, en la ambiguedad que existe para la elec-
cion del procedimiento de esqueletizacion utilizado
para calcular la integral de camino'®. En muy pocos
textos de Mecénica Cudantica encontramos una deri-
vaciéon del formalismo de Feynman a partir de la
formulacién candnica, que haga hincapié¢ en las di-
ficultades arriba mencionadas®.

La intensién de este trabajo es reforzar la com-
prensiéon de los mismos, asf como mostrar que la
formulacién de integral de camino de Feynman en
el espacio de las fases, se relaciona naturalmente
con la formulacién de Wigner presentada en I, com-
pletando asi una exposicion didactica de la equiva-
lencia entre las principales formulaciones de la
Mecanica Cuéntica discutidas en la literatura.

II. LA FORMULACION DE WIGNER

En I dimos una exposicién mas detallada del
formalismo de Wigner, aqui resumimos brevemente
los principales aspectos que atafien a este trabajo.
Como sefialamos en la introduccién, dicho formalis-
" mo no es otra cosa que el resultado de trasladar al
espacio de las fases el formalismo candnico, me-
diante ]a aplicacion inversa de la regla ordenamien-
to de Weyl. La regla de Weyl Wy su inversa W-!,
son dos aplicaciones lineales que mapean funciones
del espacio de las fases en operadores y viceversa,
de acuerdo con la siguiente prescripcion?!:

Wlexpi(@ g+t p)l=expi(0 Q+1TP), (la)
Wl lexpi(8 Q+1 P)]=expi(@ g+1tp), (Ib)

para todo valor de los parametros reales @ y 122
La aplicacién inversa de un operador cualquiera

al espacio de las fases, se suele denominar el equi-
valente de Wigner de dicho operador:

a,(g,p)=Ww"(4) @
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Puede demostrarse que a,,(g, p)adopta la expesion:

a,(q.p) =h / <g+3nh|Alg—Fuh> exp(-in p)d
3)

Si A(Q, P) no presenta problemas de ordenamiento, €s
decir es una expresion del tipo A4(Q, P) =RA0)+g(P),
entonces es inmediato demostrar que a,(g,p)=
f(q@)+g(p) pero, en general, como sucede para ¢l
caso de un operador del tipo de 4(Q,P)=Q"P", su
equivalente de Wigner sélo coincide con la expre-
sién*clasica a(q, p) = ¢"p™, en el limite de 7 — 0.

lima,(q,p)=a(q,p),
h-»o

Algo similar ocurre en el caso del producto de dos
operadores arbitrarios. En efecto, la correspondiente
operacion en el espacio de las fases es el denomina-
do producto de Groenwold**-Moyal*, que en gene-
ral difiere del producto ordinario de funciones:

W'=(4B)=a,*b, =a,b,+

(en el segundo miembro de la tltima igualdad, sélo
hemos anotado explicitamente el primer orden en el
desarrollo en serie de potencias # que define Ja
operacion ¥, la expresién completa puede verse en
las Egs. (6a) y (6b) de I). Esta claro que la opera-
cién * no es conmutativa; por ejemplo, la regla de
conmutacién canénica en el nuevo formalismo se
lee

q*p-p*p=ih, (%)

y el equivalente de la ecuacién de Heisenberg en el
espacio de las fases es

ih(da, | dfy=a,*h,~h,*a, 6)

0, lo que es lo mismo, reemplazando por el segundo
miembro de (4) (los términos con potencias pares
de A se cancelan)

da, ! dt ={a,, h}p+0'(h?),

lo que revela la correspondencia de dicho formalis-
mo con el de la Dindmica Hamiltoniana Clésica en
el limite de A — 0,

El elemento que nos resta para completar el
cuadro de la Mecanica Cuéntica en el espacio de las
fases, es una receta para calcular los valores de
expectacion de los observables o en general para
calcular los elementos de matriz de los operadores
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de la teoria; tal como mostramos en I, en el forma-
lismo de Wigner la misma viene dada por una ex-
presién andloga a como se calculan los valores
medios en Mecénica Estadistica Clésica.

<ol4(Q, P)lv >=// a, (4, P)Fu(q,p;0,¥)dgdp » (7)

donde F, (q,p;9,V¥) para ¢ =V, es la denominada
funcién de distribucién de Wigner, que resulta igual
a h veces el equivalente de Wigner del operador
densidad.

E (g, po.w)=hW'(o><q)). (8

IIl. EL PROPAGADOR DE LA ECUACION
DE SCHROEDINGER

Vamos ahora a darle utilidad a la expresién
(7) calculando el propagador (funcién de Green
homogénea) de la ecuacién de Schroedinger:

<q"|unlg’>= f / u,(q,Pi)F,(q.p;q"" ,q" Ydgdp. (9)
Utilizando la expresion

Fq.p39".9") = (h) ' 8lg~+(q"+q")lexplir(g’'~q") /H],
(10)

que obtuvimos en I y reemplazando en (10), des-
pués de integrar en la variable g la expresién para
el elemento de matriz del operador evolucién final-
mente nos queda

<q"lU(r>lq'>=<h>“fu..,[%<q'+q"),p]
expLip(q’"~4") /1] db. (1)

Esta expresion nos dice que si conociéramos el equiva-
lente de Wigner del operador evolucién, «,,(q, p;t), el
propagador se obtendria simplemente efectuando una
transformada de Fourier de dicha expresion, evalua-
da en el punto medio %(q'+q"). Para fijar ideas,
supongamos que el operador evolucién es el corres-
pondiente a una particula libre de masa m. En este
caso no hay problemas de ordenamiento y simple-
mente u,(q, p;t) = exp[—ip*t / 2m#h), reemplazando
ésta en (11) y efectuando la integral gaussiana, nos
queda la conocida expresién para la amplitud de
probabilidad

<q”|exp[-iP% /2m h]|q'>= (2mi hilm)y V2
exp[im(q"—-q')2/2 ht], (12)
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que contiene la accién clasica en la exponencial?*, al
igual que la funcién de onda del método WKB. Sin
embargo, la sencilla apariencia de la expresién (11)

‘es engafiosa, ya que como veremos en lo que sigue,

todo el problema se halla concentrado en el célculo
de u,(q,p;t). La esencia de la dificultad se halla en
que si bien no hay mayores problemas para encon-
trar el equivalente de Wigner de un operador hamil-
toniano del tipo H=P?/2m+v(Q), el cual es sim-
= p? ;
plemente A, = p°/2m+v(q), no sucede lo mismo
con el operador evolucién

U(t) =exp—i[P? 12m+v(Q))t/h,  (13)

lo cual obliga de alguna manera a desarmar la expo-
nencial. Como sefialara Feynman?* el disentangle de
la exponencial (13) es, desde el punto de vista del
célculo operativo, el problema central de la Meca-
nica Cudntica. En otras palabras, dicho célculo es el
fondo equivalente a resolver la ecuacién de Schore-
dinger, ya que si encontramos la base {y,(g)} que
diagonaliza el hamiltoniano, el propagador es sim-
plen;ente

<g"Ulg'>= 2w, (a") v, *(q") exp (=i E, t/R).

(14)

La ventaja de una expresién como la (11) es que en
el caso de no poder calcular u,(q, p;t), en forma
exacta, en el marco del formalismo de Wigner po-
demos desarrollar un procedimiento sistemético para
encontrar u,(q,p;t), en la forma de un desarrollo
en serie de potencias a un orden dado en #. De
modo que reemplazéndolo en (11), podemos obte-
ner una expansioén semiclasica del propagador* en
forma aniloga a como Wigner® y Kirkwood?’ origi-
nalmente desarrollaron la expansion semiclasica de
la funcién de particién del conjunto canénico.

En la seccién siguiente mostramos otro méto-
do, uno de los dos?* procedimientos ideados por
Feynman para lidiar con el disentangle de la expo-
nencial (13).

IV. LA INTEGRAL DE CAMINO

Para pasar a la formulacién de la Mecénica
Cuantica via integral de camino, siguiendo a Dirac®,
procedemos a dividir el intervalo ¢*"—¢" en N+1 pe-
quefios intervalos de duracién e=¢ —¢_; con
i=0..N+1 (haciendo la identificacién: 1"’ =1y, t'=¢).
Teniendo en cuenta que el intervalo de tiempo dei
operador evolucién es un parametro aditivo resulta:
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U@ =t")y=U""=ty) Uty =ty =-D...U@ = t")
15)

Insertando convenientemente los desarrollos de la iden-
tidad correspondientes a los proyectores Iq, >< q,., y
tomando el elemento de matriz entre los estados
|g° ">y | g"> finalmente tenemos que el propaga-
dor <q"[U((”-t')[ g’> puede escribirse como

<q"|U(t”—t')| q> =/f f< q"IU(t"-:N)'.

{CIN >< %, Uty —ty-1) qu—l >.x < qnlU(’l -1’)iq">

dqndqy.y...dq; . (16)

Ahora bien, la expresion (16), sdlo nos exige el cono-
cimiento del propagador infinitesimal < ¢,|U(e)q;_, >,
el cual puede calcularse facilmente por el método de
Wigner a partir de (11), ya que a primer orden en €

U(e)=exp(-iHe/R)=1-(i He /h);, (e<<])

an
es decir

u,(q,pi€)=exp [-ih,(g.p)e /h),  (18)
de donde el propagador infinitesimal que resulta, de la
ecuacion (11), es:

. <q|U@\gi >=@r )" [explip, ~ pi) €=h,
[7'(‘]/ +9,.),pi} €/h dp,

Sustituyendo lo anterior en la (16) nos queda:
N+l

<q"lUle"-t)g'>=2n B )N / f exp [i Z{
i=1
PG =di) € =k, (3 +9,1).p:1 Y 1R]

dq y-..dq,dp ., -dpy, 19)
que en el limite de € tendiendo a cero se convierte
en una integral sobre todos los caminos en el espa-
cio de las fases, siendo el exponente de la misma
ih~! veces la “accion clasica” 28 del sistema. Si el
hamiltoniano del mismo es de la forma indicada en
el exponente de (13), entonces h,(q,p)=h(q,p)=
p2 /2m+v(q) Y la expresién (19) puede integrarse
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en la variable p, con ayuda de
Qua)! / exp { 117,(a, ~q,.00-€ ()" 12m) Wldp, =
A’lexp [im(q, —q,._l)2 /2he],

siendo A=(2nihe/m)1/2; de este modo la (19)
puede reescribirse como una integral de camino en
el espacio de configuraciones, en la forma en que
originalmente fue propuesta por Feynman':

N+1
<q"|U(l"-l’)]q’>=(,4)"(”+”f....fexp [i z

i=1

{m(g,=q..)? 126 ~v (g, +a, )< /h) da,, .da,

(20)

V. COMENTARIOS FINALES

Una inspeccioén ingenua de la expresién (19),
la cual siguiendo a Feynman'4 podria haberse toma-
do como punto de partida para el desarrollo formal
de la Mecénica Cuantica, parece haber borrado todo
vestigio cuantico en relacién con el problema de
ordenamiento de operadores, ya que todas las can-
tidades que en ella figuran son funciones de las
variables clasicas g y p. Sin embargo, del proceso
que hemos seguido para construirla, queda claro que
el problema de ordenamiento esta escondido en la
esqueletizacién particular que resuit6 de trabajar con
la regla de ordenamiento de Weyl (esqueletizacién
de punto medio)*. Por simplicidad, en nuestra dis-
cusién, nos hemos restringido al caso de dicha re-
gla, porque ella corresponde a la funcién de distri-
bucion del espacio de las fases originalmente pro-
puesta por Wigner y al algoritmo originalmente
propuesto por Feynman para efectuar el calculo de
la integral de camino.

Sin embargo, es posible desarrollar un proce-
dimiento sistemético que nos permita encontrar la
esqueletizacion correspondiente a una dada regla de
ordenamiento F arbitraria.

Para generalizar el formalismo de Wigner a
una regla arbitraria, basta modificar la expresion (1a)
con un factor de peso f(6,1)

Flexp i (6g +1q)]= f(6,7)exp i (6Q+1 P),
como se demostrara en el trabajo de Cohen®. Ahora
bien, utilizando el formalismo de Cohen y siguiendo

un procedimiento analogo al que mostramos en este
trabajo, se pueden calcular los propagadores infini-
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tesimales correspondientes a una regla F arbitraria, y
por ende la esqueletizacién correspondiente para el
céleulo de la integral de camino. Por ejemplo, para
el caso de la regla de simetrizacién S o regla de
Rivier", f(8,7)=cos($6t h), la esqueletizacién
resultante sustituye en (19) a A, —[ (9,+9,.,),F, ] por
Hhs(q,, P)+hs(q,.,, P)].

Por ultimo queremos destacar que lo que apa-
rece en la accién de (19), no es la expresion cldsica
del hamiltoniano 4 (g, p) sino su equivalente de
Wigner, el cual sélo coincide con esta Gltima si el
operador H corresponde a un ordenamiento de Weyl
de la expresién k4 (g, p). En general si este no es el
caso, siempre podra encontrarse una esqueletizacion
en la que esto suceda (la correspondiente a la regla
con la cual fue ordenado H). Pero por el contrario,
si se adopta como criterio de cuantificacién el fijar
la misma a una dada eleccion, (por ejemplo la que
figura en la expresién (19)), esta claro que en gene-
ral uno debe agregar un término efectivo hq , al
hamiltoniano clésico, ya que es facil demostrar que
si H es un operador hermitico®.

hy(q,p) = h(q,p)+h,gz(h?), (21

lo que prueba una vez mas que no es posible derivar

la Mecénica Cuéntica a partir de la Mecénica Cla-

sica sin caer en ciertas contradicciones o ambigiie-
“dades, siguiendo un procedimiento de “cuantx-
ficacion™,

En algunos trabajos se trasladan los términos
efectivos (y con ello la ambigiiedad del ordenamien-
to) a la eleccién de la medida de integracion. En
este trabajo la misma ha quedado fijada a la medida
de Liouville que parece la eleccién mas natural.
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