EFECTO DE LOS FONONES EN EL CALCULO DE BANDAS DE
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En este trabajo se estudia el efecto de algunos fononcs en el calculo de la estructura de bandas de energia en
¢l modelo de sélido de Kronig-Penney, utilizando para el andlisis el programa MathCad 2.5 el cual permite
realizar célculos numéricos y graficacion de los resultados en forma sencilla y clara, evitando la necesidad del
desarrollo de algoritmos en los lenguajes habituales de programacién. Al existir una solucién exacta del
problema electrénico, es posible realizar una comparacion de las bondades de la aproximacién de electrones
casi libres utilizada en nuestro caso. La introduccién heuristica de fonones de borde y cuarto de zona de
Brillouin en el célculo permite observar la aparicion de bandas prohibidas adicionales, siendo estos resultados
interpretados en el marco de la teoria semiclésica de la conduccién, permitiendo justificar la caida de ésta
debido a la disminucién del tamafio de las bandas permitidas. Estos célculos constituyen un problema de sumo
interés y una buena ayuda en el estudio de bandas de energia en cursos avanzados de pregrado y primer curso
para graduados en Fisica del Estado Sélido.

We have studied the effect of some characteristic phonons in the cnergy band structure calculations in the
framework of a Kronig-Penney solid. The numcrical calculations and plotting were made with the aid of an
electronic scratchpad, the program MathCad 2.5. The availability of an exact solution to the problem, allow
us to compare it with the nearly free electron approximation used in our calculations. The phonons are
responsible for the appearance of additional energy gaps and these results are interpreted under the semiclassical
conduction theory. The new gaps decrease the size for the allowed bands and give an explanation for the
observed drop in the electronic conduction. The problem addressed here is a very interesting one from a
pedagogical point of view in the study of energy bands for the undergraduate and postgraduate courses in Solid

State Physics.
*To whom correspondence should be addressed.

I. INTRODUCCION

Uno de los conceptos més importantes en la
fisica del s6lido es que los electrones en los crista-
les tienen disponibles niveles energéticos de estados
estacionarios, los cuales forman las llamadas bandas
de energia. La existencia de esta estructura de ban-
das deriva de la mecanica cuintica y del potencial
periédico del cristal.

Con el propésito de comprender el fenémeno
fisico nos restringiremos a una red monodimensional.
El problema de un electrén moviéndose en un po-
tencial periédico de pozo rectangular unidimensional
es conocido como modelo de Kronig-Penney' y
puede ser resuelto de manera exacta®. La aplicacion
de métodos aproximados para resolver este modelo
permite la evaluacion de su validez en un caso don-
de la respuesta correcta es conocida.

. Esta metodologia de comparacioén fue aplicada
por Wetsel® utilizando las aproximaciones de enlace
apretado y electrones casi libres. En este trabajo se
ha aproximado el problema utilizando teoria de
perturbaciones hasta segundo orden con resuitados

satisfactorios.
Nuestro objetivo es calcular la estructura de
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bandas en un modelo maés realista de un sé6lido, donde
los iones puedan oscilar entorno a sus posiciones de
equilibrio, lo que en términos cuanticos constituye
considerar los fonones de la red. En este trabajo se
consideran sélo algunos fonones caracteristicos, tra-
tando de no perder la realidad fisica del modelo. En
base a la teorfa semicldsica de la conduccién en
metales* se desarrolla una explicacién para la con-
ductividad eléctrica resultante en término del nume-
ro de electrones disponibles.

Para la solucién numérica del problema se ha
utilizado el programa MathCad 2.5, el cual permite
la graficacién simultdnea de los resultados, evitando
el esfuerzo de realizar la programacién en un len-
guaje clésico.

II. CALCULO DE LA ESTRUCTURA DE
BANDAS - APROXIMACION DE
ELECTRONES CASI LIBRES

El modelo para los 4dtomos de un cristal es
considerado con electrones no interactuantes en un
potencial periddico de pozo rectangular, como mues-
tra la Fig. 1. La expresion para la enegia potencial
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de un electrén es:

. {—VO b>x20 V>0
= 0 p>x2b ’ M
V(x)=V(x+np) @)

donde # es un ndimero entero.

Vix)

Fig. 1: 6=2.0 4; p= 4.0 A; Vo=30 eV.

La solucién de la ecuacién de Schrodinger in-
dependiente del tiempo para autofunciones de esta-
do estacionario correspondiente a este potencial es
ampliamente discutida en Ref.*. La soluci6n exacta
es de la forma de Bloch*:

¢ (x)=[exp {ikx}u(x) 3)

donde u(x) tiene la periodicidad de la red mono-
atémica.

Dada la periodicidad del potencial (ver Fig. 1)
éste puede ser representado por una serie de Fourier
de los vectores reciprocos de red g=2ns/p con

s=0,"1,%2...:
V(x)=Y A.e®
(x) % . @
donde los coeficientes de Fourie.r estan dados por :
| ;
- —igx
Ag = f V(x) e dx (5)
P %

Es razonable considerar que los electrones en
el cristal se comportan como casi libres. Esto impli-
ca tratar a las funciones de onda y energfas electré-
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nicas en un potencial periédico como perturbacio-
nes de las propiedades de electrones libres. Este
modelo, instructivo en principio, es sin embargo
realista en metales de los grupos I a IV de la tabla
periédica. La expresion conocida para las perturba-
ciones hasta segundo orden para la energia *7 ¢ es,
para el caso no degenerado:

2,2 2
K 2m |« klviK'>|
+Ey+—~ Z -

E(K)= > (6)
K°#K (K -K )

+
2m

El primer término corresponde a la energia de
electrén libre, el segundo es independiente de Ky el
tercero involucra los elementos de matriz no diago-
nales del potencial perturbador entre dos estados de
electrén libre. Dichos elementos de matriz son*:

L

1 . ,
<K,VlK,>=ZZA&'-/- e’(K'K+K )x dx
. 4

0

= %AgSR,K-K' =4g @)

donde G=K-K’, y L, la longitud de la red.
Asi obtenemos para la energia:

2

E(K)-hZKz E 2m —-————lAG
“om °+h2‘c¢o[K2—(K—G)2] .(8)

La ecuacién (8) da el resultado correcto para
E(K) hasta segundo orden si no existe degenera-
cion, ésto es si el denominador del ultimo término es
distinto de cero. La condicién de denominador nulo es
justamente la condicion de Bragg: G* —2G.K =0. De
esta forma la expresién (8) falla cerca del borde de
la zona de Brillouin debido a que fue deducida
usando teoria de perturbaciones no degenerada cuan-
do, en realidad dos estados cuyos vectores K estan
conectados por un vector de la red reciproca son
degenerados.

El resultado para el caso degenerado hasta
segundo orden es, segln’:

2
E(K)=E0+—,—i—[K2+(K-G)2]i‘
4m

12

B\
: [-:ZZ] (K2~ (k-GP] +4|a| ©

La Fig. 2 muestra los resultados de la teoria de
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perturbaciones para ambos casos, comparado con el
modelo de electrones libres, en la primera zona de
Brillouin.
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Fig. 2:(Ver texto).

Del anélisis de esta figura se observa que al
considerar la teoria de perturbaciones para el caso
no degenerado, ésta diverge en el borde de zona, lo
que evidencia la presencia de un “gap”, cuya mag-
nitud queda determinada por la teoria de perturba-
ciones hasta segundo orden para el caso degenera-
do.

En las proximidades de K = 0, la teorfa de
perturbaciones para el caso no degenerado describe
satisfactoriamente el comportamiento de los electro-
nes, no siendo asi para el caso degenerado.

[II. CALCULO CON FONONES

En un modelo mas realista la red vibra armoéni-
camente, ésto es, los dtomos oscilan entorno a su
posicién de equilibrio, estas oscilaciones cuantifica-
das se denominan fonones.

A los efectos del célculo se considera que los
pozos de potencial representan los dtomos de la red
cuya separacion varia periédicamente en el tiempo,
haciendo que el potencial visto por los electrones
resulte modificado. Esta modificacion se realiza
tomando en cuenta la teoria de perturbaciones
adiabaticas®.

La consideracién del efecto de todos los
fonones para el célculo de la estructura de bandas
resulta poco practico desde el punto de vista ins-
tructivo, por lo tanto se considerardn sélo dos
fonones caracteristicos, el de borde y el de cuarto de
zona de Brillouin.
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— Fonén de borde de zona

Considerando para el caiculo que el potencial
es ahora como se muestra en la Fig. 3, y desarro-

llando en serie de acuerdo a las ecuaciones (4) y

(5), se obtiene la siguiente expresién para el poten-
cial:

e—iulg + e—i(a+u2)g
Vix)= -—2 v [ ]
p g

b igx
sen(g?)eg (10)
g

V)

Figura 3: a=2.2 A; p=4.4 4; b=2.0 A; Vo=30 eV;
a=0.001 4; w=1.

Hasta el momento el potencial asi definido
representa una red cuyos atomos no vibran. Para
representar la vibracién consideramos que las dis-
tancias u; =y, (¢) y u, = u, () varian armoénicamente
en el tiempo como se indica a continuacién:

1 (1) = acos(wt)
u, () = accos(wt + 1)

an

De esta forma queda introducido en la red el
fonén de borde de zona.

La Fig. 4 muestra como aproxima la serie de
Fourier al potencial estatico, mientras que la Fig. 5

10

Vxy

-40

0 x 3

Fig. 4: a=2.2 A; p=4.4 A; b=2.0 A; Vo=30 eV; 0=0.001
A w=1.
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.. Como en el caso anterior las vibraciones son '
. .introducidas considerando que las -distancias
u =), ) =y (1), us = u5() y uy = uy(t) varian-
-armdnicamente en el tiempo, como se indica a con-
- . tinuacién: . C ' :

N | o P

LD g N — -

e

. _b 16 (£) = o cos(wt ++7t) - : _
- . u;(t):occos(mtﬁ“n) 0 (13)

uy (£) = acos(r +37)

o '

: o : . . ! .

O TR R - - Joque representa un fonén de cuarto de zona.
e cFETL i g ouo o oo o LaFig. 7 muestra la variacién temporal del ;
| Fig. 5: (Ver.texto). - . - L - potencial para este caso. - - . . : 3

i

4

] . . ) S . A ’ 10
. — Fondn de cuarto de zona -+ - R
s : - . s Sy,

S P

- S _consideramos ahora que el perjodo del po- -
. tencial es'como se muestra en la Fig. 6 tenemos que
el potencial queda expresado de la siguiente mane-

,v=l Fa? nv';féﬂ'.--' B Lo T

1 4

Vix)=7y— o _ . ) .

' ;[e_‘_fg“l + e Blaru) 4 R Qutn) e"f‘””*“')] ' Fig: 7: a=2.2 A: p=8.8 A; b=2.0 4:=V0=30 eV; 0=0.001
- - - = o=1. T
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Para el fonén de borde de zona tenemos:
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Fig 6: a=2.2 A; p=8.8 A b=2.0 ;Vo=30e¥; 0=0.001 .:"n .0 L ot
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donde la ecua'i:lén (14) corresponde al caso no de-
generado y la ecuacién (15) al caso degenerado.
Ambos resultados se muestran en la Fig. 8.
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| De igual manera, para el fonén de cuarto de

zcl)na tenemos:

i 2k y2om
B(K)=Ey+ 4 20
i 2m| (h°m
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correspondientes a los casos no degenerado y dege-
nerado respectivamente, como se muestra en la Fig.
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La introduccién de los fonones en el célculo
de las energfas lleva consigo la aparicién de nuevas
bandas prohibidas, cuya amplitud varfa en el tiempo
debido al origen de las mismas. La cantidad de estas
bandas dependera del fonén que se consxdere para
el calculo.

A partir de la estructura de bandas calculadas
es posible dentro de la teoria semiclasica de la con-
duccién, deducir ciertas propiedades de transporte
Dadas las funciones E, (k) el modelo asocia a cada
electrén una posicién r y un indice de banda n. Se
debe tener en cuenta que Zak menciona que las
soluciones para la ecuacién de Schorodinger depen-
diente del tiempo para electrones en un campo eléc-
trico periédico puede ser caracterizada por‘una cua-

£

(16)

j Rt

12,2

1WVh ' --—- () -iE(arun ()  =i2{2a+us(1)

+ 5 e" ;li‘lj +e ’7’—( ? )+e‘_p—( " )+
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| WKk wn(n ) 1)|2xa( =
E(K)=E,+ + ——K [t K-—
! 2m; mp\ p 2 mp p

si energfa £ y un cuasi momento & que da‘los auto-
valores para la translacién eléctrica finita la cual es
una combinacién de una translacién espacnal y una
translacién en energia, de modo que # no es concre-
tamente un “buen” nimero cuéntico®. En presencia
de campos eléctrico y magnético externos E (r, £) y
H (r, t) Ia posicion del vector de onda y el Indice de
banda evolucionaran en el tlempo de la 51gu1ente
forma: |
0
i. n es una cte. de movimiento, ya que ehl modelo
semiclésico ignora transiciones interbandas.
i i. Las ecuaciones de movimiento se expresan se-
gun: ;

1 9E 3E, (k)

h ok - 19

r=V, (k)—

|

|
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o la velomdad del electron:

il

Se debe mencionar que la ecuacnén (18) es realmen-
te vélida cuando el potencial no depende del tiempo _

y se aphca en el prescnte caso heuristlca mente’ "

hk =—e[E(r,1)+—Cl-‘—V,,(k)xH(r,t)} | ,(19)

)

: Para el caso de comente contmua la (18) se
vreduce ar : i -
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R -:ﬂ'e'Et;_,v."« T
Ck=k0)x— o en
400 &

' que reemplazada en ecuacxén (18), permlte obtener
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