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Se ha estudiado la energfa libre para un modelo de prueba: un campo escalar libre sin masa, conﬁn.ado en una
cavidad esférica de radio R y sometido a condiciones de contorno tipo Dirichlet. Se aislaron las divergencias
a renormalizar, y se obtuvieron limites de bajas y altas temperaturas. En particular se demostr6 la necesidad

de considerar las correcciones al desarrollo de Debye.

The free energy of a toy-model has been studied: a frec scalar massless field, confined in a spherical cavity
of fixed radius R, under Dirichlet boundary conditions. Divergencies have been isolated allowing the
renormalisation of the model at T = 0. Low -and high- temperature (and/or radius) limits have been studied.
As regards the first one, it was necesary to include the correction to the Debye expansion.

I. ENERGIA LIBRE Y FUNCION DE GREEN

El estudio de sistemas confinados en teorfa de
campos resulta de particular interés para la conside-
raciéon de modelos. efectivos de QCD. En efecto,
abundan en la literatura propuestas cuyo punto de
partida es la bolsa de M.L.T.! hasta llegar a versio-
nes mas refinadas como la bolsa quiral hibrida®

Aunque estos sistemas han sido ampliamente
estudiados a T = 0, la aplicacién de técnicas de
teoria de campos a temperatura finita es s6lo recien-
te. En particular, el interés en este tipo de andlisis
reside en la determinacién de esquemas conducentes a
una transicién de fase deconfinante para QCD °.

En el presente trabajo estudiaremos la energia
libre de un modelo de prueba: un campo escalar real
libre, sin masa, confinado a una esfera estdtica de
radio R y sometido a condiciones de contorno tipo
Dirichlet. Obtendremos de esta manera un panora-
ma del tipo de célculos a rcalizar en modelos mds
realistas, sin incorporar sus complicaciones algebrai-
cas.

La accién euclidea de este sistema puede es-
cribirse como:

B
SE=% f dtfd3xau(pau<p (1)

0 v

De la formulacién de la integral funcional a
temperatura finita sabemos que la funcién de parti-

* Becario del CONICET

29 - ANALES AFA, VOL. 5

cién cumple:
_ -S5g _ —12{~2
Z(B)= f@ @ e "F = Det (a )C.C' ?))

donde se entiende que el determinante funcional ha
de calcularse sobre funciones que satisfagan las
condiciones de contorno en el borde de la regién
esférica. Por otra parte, por tratarse de un sistema
bosénico han de considerarse funciones periédicas
en el intervalo [0, B].

La energfa libre estd dada por:

-BF= -7 log [Det (6 2)C.C']=

37+ [10g (37)__]

3)

Usando la periocidad en la direccién del tiem-
po ecuclideos es posible calcular la “traza tempo-
ral” y obtener la energfa libre como:

~-BF= —-é—iTr log (—0),,2 +V2) c.c. )

Para relacionar con la funcién de Green, deri-
varemos e integraremos respecto de la temperatura.
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Asi:
~BF(B)+B,F(B,)=

--deli —202)Tr G(x,x%0,)  (5)

n=-—oo

donde la traza restante corresponde a una suma sobre
el indice continuo x y la funcién de Green satisface:

{(-m,fwz) G(x,%';m,) =5

§P(x-x) xe Q
G(oc,x';(on)=0

aed|

6

El célculo de la funcién de Green no presenta
dificultades. La simetria del problema sugiere que la
base adecuada para G es la de los autoestados si-
multineos de los operadores L2 y L,

Luego de tomar la traza radial, se obtiene, para
la energia libre

~BF(B)+BoF(B, )——f T3 Sofv-a,,)

n=—oo j=0

Q)

donde

v=j+1/2; d,,

=X —c-I-logI (x ) x, =
n d)C v nj? n

y el factor 2v proviene de haber realizado la suma

en m.

En la expresion (7) se obtuvieron sumas do-
bles divergentes, que exigen la introduccién de una
adecuada prescripcion de regularizacién. Debido a
que estas estan relacionadas con el comportamiento
para grandes valores de n y j, podremos aislarlas
considerando el desarrollo asintético uniforme (de-
sarrollo de Debye)® de las funciones de Bessel:

1 v? '
d,,=p——+ ? +x,D (8)
Jn 2 2p2 n
donde
d o, (v/
x,D=x, log{1+z—k(—k—gljl o(1/p) )
dx 1 v

n
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y se ha introducido p = \/x,f +v?, variable “radial”
en el plano (n, j) de las sumas dobles.

Continuando con el desarrollo se obtienen po-
tencias de 1/p cada vez mayores. Empleando el cri-
terio de comparacién de sumas dobles con integra-
les dobles que-las acotan, puede verse que dan lugar
a series convergentes los términos del desarrollo de
Debye que sean de orden mayor o igual que 1/p%.

Separando partes divergentes, la energia libre
resulta

—BF(3)+Bof(BO)=C+D=

oo

L5 S do-a)-0u]-

T, nz=—oe j=0

R
%/Tzz%
n=—oo j=0

(10)

donde A,, es el desarrollo de Debye de 2v(v -d j)
en potencias de 1/p hasta algin Af > 3.

Tipicamente A,, es una combinacion lineal de
términos de la forma y¢ p= Si m—d <3, la serie
doble es divergente.

El primer término de (10), C, es una suma
doble convergente. A altas temperaturas y/o radlos
puede estimarse considerando el orden (1/ p)
del desarrollo de Debye, resultando un desarrollo en
potencias de ( 7R )~!. En la situacién opuesta, habra
que calcular numéricamente cortando las sumas para
valores grandes N y J. Para que N y J no sean
excesivamente grandes conviene tomar desarrolla-
dos de Debye con grandes M, (M =6).

El segundo término de (10), D, corresponde a
sumas dobles divergentes. Se definen las correspon-
dientes series introduciendo la regularizacion

lim 4 f
s—0 2

To

T

an

)IPWWERS

T’ n=— j=0

donde la convergencia estd garantizada para Re(s)
suficientemente grande (Re(s)> 3~ M), obteniéndose
funciones meromorfas de s que son extendidas ana-
liticamente a s — 0. De acuerdo a lo dicho previa-
mente, los términos que componen la parte diver-
gente son una combinacion de

Oy = i ivd p-(m+.v)

N=woo j:O

12
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Introduciendo la transformada de Mellin, se
obtiene directamente

1 © mts — —
Omd =T mes _/ de 37| Ypde || D
r (T) 0 Jj=0 n=n~oo

13)

en la que se ha transferido el comportamiento sin-
gular al limite inferior de la integral en <.

IL ALTAS TEMPERATURAS Y/O RADIOS

En el segundo término de (10) tomamos M = 6,
hasta alguna potencia de ( 7R )"}, estimando el pri-
mer término por el orden M =7 del desarrollo de
Debye.

En cuanto a ¢, 4, a grandes valores de 7R,
los aportes a la integral correspondiegltes a grandes
T son suprimidos por el factor ¢™**, salvo en el
caso n = (. Para n # 0 tomaremos un desarrollo de
pequefios T, a partir de la aproximacion asintética
de sumas de Euler-Mc Laurin®. Introduciendo este
en el'desarrollo de Debye y realizando las integrales

Omd =C(m-d+s51/2)+

. —d=1+s m—d-1+s d+l
r r
{B T s A PN
2R r (=)
00 (_l)l B +21+5 r (m+21+5)
)y ( T 2— ¢ (m+2l+s)
= It \2rR T (232)
i§ [~(d+20),1/2] (14)
F[MeV]}
-120—14
-16 M *
<
r{fm]
0{2 o0}4 o}j6 ols ]
. L N

Fig. 1: Energia libre (Desarrollo de altos TR). T = 150 MeV.
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Desarrollos de Debye de orden (1/ p)M corresponden a
m—d =My m>M+1. De la expresién (14) se ve que
G4 debe considerarse hasta ia potencia (TR)M -1
Reemplazando (14), considerada hasta térmi-
nos de orden (TR )3, en el desarrollo de Debye y
realizando la integral entre 7j; y 7 se obtiene

2
T b/ 1
F(R,T)=——VT* =~ (-2)ST’ =—n RT? +
. 90 2 9

1
T R

n 1 1 1 1 1
—+ 3 T+
11520 2n R RT 9009 2n R (n RT)

1 2
~——RT log(RT)+ E(R) - —— log(RT)+
48R 3152

47 1 L,
116121600 2% R (RT)?

3196 1 1 1 1
£ (5) T+ 0 —— |+
193993800 2n R (= RT) R (RT)

T[‘BOF(BO)"'K(BO)] (15)
si (RT) >>1.
En (15)

1 [ 69569 2 2 1

E(R) =—| ————+—(0 - =

) 2n1e[ 3175200 315 l°g(2“))+3lss]

(16)

donde C es la constante de Euler®.

Este término es independiente de la temperatu-
ra y contiene la Gnica divergencia remanente cuando
s — 0. Esto est4 de acuerdo con el hecho de que las
divergencias del modelo son las correspondientes a
la teoria de campos a T = 0. :

Se ha indicado, ademds, la presencia de un
término lineal T K, constante de integracién que
nuestro método no puede determinar. El coeficiente
que acompafia a T debe ser independiente de B, de
Ty por ende de R

La energia libre a altas temperaturas, a menos
del término de la forma T K, se comporta segin lo
muestra la Fig. 1.

III. BAJAS TEMPERATURAS Y/O RADIOS

Estudiaremos en primer lugar el término D
de la ecuacién (10). Para analizar el limite de pe-
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quefios ( RT) conviene poner atencién en la
sumatoria del altimo factor- de (13):

B i -k2p 2 /(ar R?) amn

Ze . '= J—RJ_n_-w

o
Habiendo invertido el argumento de la exponencial
se puede aislar el aporte de T = 0, que ahora corres-
ponde al término k& = 0. Separandolo, célculos di-
rectos dan para O, 4

Cma = Ot + Ot =
r _l_r m-1+s,
P T (5 )C(m—d—1+s,1/2)+
2nR T ()
21 F(‘%‘) iivd(i)m-zlﬂ(_l-)m_;” K (kv]
nRI‘(-’"%) Pl v 2RT m=1+s RT
(18)

o ('f, aporta a la energia de Casimir del sistema y es
el Gnico término que contiene divergencias.

Tomando o ”‘,'_2, en el desarrollo de Debye ob-
tenemos

1 52211 229 35n 3
F(R,T)= [— - C+

2r R\ 12700800 20160 65536
8429
549120

565m ° 2 11
+ - log[2] +

672

g [s]-

6291456 315s

¢’[-3,1/2] +lg [-1,1/2]
4

]+ 7K,(%) (19)

Resulta remarcable el hecho de que las partes
divergentes son las mismas que para grandes ( 7R ),
lo que permite renormalizar el modelo a T=0.

En c,f‘z,,) se encuentran las correcciones de ba-
jas temperaturas que deben ser exponencialmente
decrecientes con ( TR). En este término puede to-
marse s — 0, observando que los aportes con m =0
resultan nulos. Al reemplazar en tal ecuacién los m
pares conducen a funciones elementales, mientras
que en los correspondientes a m impar se hizo ne-
cesario el calculo numérico de las integrales involu-
cradas.
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El aporte total F, se calcula numericamente,
cortando las sumas dobles en valores K y N que se
eligen de modo que el error no supere 10 ~3 MeV.
Los valores de K y N varian segln cada radio cal-
culado.

La Fig. 2 muestra el comportamiento de F,
para 7= 150 MeV y radios hasta 1 fermi. Se ha
excluido un aporte lineal de la forma Kz('Z}))T.

Segun puede verse, para radios menores que
0,3 fermi, el comportamiento es fuertemente osci-
lante. Sin embargo, esto proviene de haber utilizado
el desarrollo de Debye en regiones en las que no
representa adecuadamente a las funciones de Bessel.
Se hace necesario entonces, evaluar el término C de
(10) que representa las correcciones al desarrollo de
Debye:

c= [ 35 oo )- o)

n=} j=0 (20)
@+
F, [MeV)
500
{\ r(fm}
!o 2 ola ole ols |
v

-1000

Fig. 2: Correcciones exponenciales a F (bajos TR). T = 150
MeV.

Para T, #0 pueden separarse de la suma un
namero finito de valores de n y j. Estimamos C por
la suma finita y el resto ser& considerado como un
error, tanto menor segln crezca el n y j méximo de
la suma anterior.

El aporte de C a la energia libre se muestra en
la Fig. 3. Como siempre se ha excluido un término
TKC(7},) proveniente de la temperatura de referen-
cia.

La energia libre completa se obtiene sumando
F|, Fyy F. La suma es la curva mostrada en la Fig.
4, excluyendo un término de la forma KgT.

La constante adimensional K debe ser inde-
pendiente de 7, T, y por lo tanto de R. Esta se fijé
exigiendo entropfa nula a 7= 0.
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