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En una serie de trabajos previos analizamos una formulacién de la Mecénica Cuantica Relativista basada en
una parametrizacion de la ecuacién de Dirac originalmente propuesta por Feynman. En este trabajo discutimos
" la interpretacion del producto escalar indefinido introducido anteriormente. El signo de la norma posibilita
clasificar a los estados en estados de “particula” y “antiparticula”. Se utiliza la extensién del dlgebra de Poincaré
propuesta por Johnson de modo tal de incluir un cuadrioperador posici6n en la teoria y se discute el problema
de la localizacion en este marco, el cual puede ser resuelto manteniendo la covariancia a expensas de considerar

estados de masa indefinida.

L INTRODUCCION

En una serie de trabajos previos' hemos discu-
tido una formulacién de la Mecénica Cuéntica
Relativista basada en una parametrizacion de la ecua-
cién de Dirac originalmente propuesta por Feynman?
y cuyas ideas basicas se remontan a los trabajos
originales de Fock® y Stiikelberg®.

La idea central de dicha formulacién puede
resumirse en la posicion adoptada al unificar los
formalismos antagénicos de la mecéancia cuantica y
la relatividad especial en relacién con el rol e inter-
pretaciéon que juega el concepto de tiempo en la
nueva teoria (Mecanica Cuéntica Relativista). En
efecto, mientras que el formalismo de la relatividad
especial (a excepcion de la signatura de la métrica)
trata a las cuatro coordenadas del espacio-tiempo
en pie de igualdad, el formalismo candnico de la
mecdanica cudntica privilegia un pardmetro externo
que etiqueta la evolucion de los estados del sistema.
De este modo, el rol dual de la coordenada temporal
en el formalismo estdndar de la mecénica cudantica
relativista, entra en conflicto, ya que las transforma-
ciones de Lorentz mezclan las cuatro coordenadas
x" del espacio-tiempo mientras que, en mecénica
cuantica, sélo las coordenadas espaciales son pro-
movidas al rango de operadores. Como veremos
luego, esta es en esencia la razén por la cual la
teoria de una particula en la formulacién estandar
presenta ciertas dificultades conceptuales tales como
la interpretacién de las energfas negativas, el pro-
blema de la localizaci6n’, la paradoja de Klein®, etc.’.
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La solucién propuesta en A consiste pues en
elevar la coordenada x; al rango de operador, e
introducir un nuevo pardmetro escalar en la teoria
que determine la evolucidn de los estados del siste-
ma. Para el caso de spin 1/2, en el cuadro de
Schrédinger en representacién de coordenadas, la
evolucién del estado de] sistema, caracterizado por
la funcién de onda \V(x",s), viene dada por la
ecuacion propuesta originalmente por Feynman?:

—1"—1—\;1():“,s)=i'y"au \V(xu,s), M

dondg, por simplicidad, nos hemos restringido al
caso libre. Como mostramos en A, la ecuacién (1)
sugiere interpretar como “producto escalar” de la
teoria a la cantidad conservada en el “tiempo” s:

<¢|\y)=f$ (x*,s)w(x*,s) d*x. )

Dado que la forma sesquilineal (2) no es de-
finida positiva, fue sugerido en 4 que la “norma”
asociada a (2) debe ser interpretada como una me-
dida de la carga®. Més precisamente, debemos inter-
pretar a (x",s) w(x”,s) d*x como una “densidad
de probabilidad” de encontrar una carga en el ele-
mento de volumen del espacio-tiempo 4*x en el
instante s para un sistema en el estado \y(x" ,s). Sin
embargo, debido a la indefinicién en el signo de la
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norma, el concepto de probabilidad y por ende, la
interpretacion estadistica de la teoria, requieren cierto
cuidado®. Discutiremos este punto en la préxima
seccion. :

Sefialaremos por {ltimo que, con la nocién de
hermiticidad que se deriva de la ecuacién (2), la
funcién de onda \v(x“,s) corresponde a una repre-
sentacion unitaria del grupo de Lorentz homogéneo,
es decir,

w(x*»ﬂ=e”’{§8w‘}”}“4x“ﬂl G)

donde M™ =I" +16"" es el tensor momento an-
gular total y €,, son los pardmetros aditivos del
grupo de Lorentz. En otras palabras, en el producto
escalar dado por (2), el operador i7" es hermitico,
a diferencia de lo que sucede en la formulacién
estandar, donde ¥ es antihermitico y % no es un
operador en el espacio de Hilbert ordinario (ver
Apéndice). En la seccién III mostraremos que \y(x")
corresponde a una representacion irreducible de una
extension del grupo de Poincaré (que incluye las
traslaciones en el espacio de los impulsos), al que
denominaremos grupo XPM, cuya dlgebra de Lie
fue introducida originalmente por Johnson'.

II. INTERPRETACION DEL
PRODUCTO ESCALAR

Dado que el signo de la carga distingue parti-
culas de antiparticulas en la teoria estandar, la dis-
cusién efectuada en relaciéon con la expresion (2),
nos sugiere clasificar a los estados de la nueva teo-
ria como estados de “particula” y de “antiparticula”
segln el signo de la norma. Como veremos, dicha
interpretacion esta basada en el principio de corres-
pondencia con la teorfa estdndar, donde conceptos
de particula y antiparticula corresponden a estados
asint6ticos libres, de “masa definida”. Como vimos

en 4 un estado \y(x") es, en general una combina-
cion lineal de autoestados de la masa ¢,,(x" ):

Y*B, 0n(x")=mo, ("), )

donde, en general m tiene un valor arbitrario. Con-
sideremos un estado <p,,,(x“) que sea un autoestado
del impulso p,, de tipo temporal ( " Pp>0),

Py ¢m,p(x”)=pu¢m_p(x“) )
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es decir, q>,,,,p(x") es una onda plana de la forma:

(6)

De (4), (5) y el algebra de las matrices 7y se
obtiene la ecuacién que define al hiperboloide de
masa:

2 2 2
m=p,p*=py~-P, 7

es decir, m puede ser positivo o negativo. Ahora bien,
toda solucién (4) y (5) de masa m e impulso Py es
también una solucién de dichas ecuaciones con masa
-m e impulso —p;, o sea, ¢m_,,(x")=¢_m__p(x“). De
aqui se sigue que, toda solucién de masa negativa (m
< 0), energia positiva (p, > 0) e impulso J es equiva-
lente a una solucién de masa positiva, energia negativa
e impulso - (estado de antiparticula, € =—1). Mas
aun, una solucién de masa negativa, energia negativa €
impulso J es equivalente a un estado con masa posi-
tiva, energia positiva e impulso — P (estado de particula,
€ =+1). Entonces, los estados de particula y antipar-
ticula quedan clasificados'' por el producto de los sig-
nos de la masa y la energia:

e = sg(po )xsg(m)-

Consideremos la norma de los estados de par-
ticula o antiparticula de la forma (6) normalizados
a un cuadrivolumen finito Q :

(ol =[5 ) ) =75l
()

De (6) y (4) se sigue que el spinor u(p) satis-
face y* puu(p)=mu( p) y multiplicando a izquierda
por #(p) tenemos que @(p)y *u(p)p,, =mi(p)u(p),
es decir, la norma del estado lcp ,,_,,) finalmente resul-
ta:

p
0up) = 7o) 1 lp). O

(0as
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El segundo miembro de (9) es un invariante
relativista, que en el referencial de reposo 7 =0, adop-
tala expresién ﬁ'[E(p)y"u(p)]=£—Q-[u(p)'u(p)] o v es siem-
pre positivo y" el signo de ;0 es invariante frente
al cambio del sistema de referencia, por lo que el
signo de (9), resulta ser igual a &

{lons

lo que hace plausible la clasificacién propuesta al
principio de esta seccién'?. La demostracién aqui
expuesta corresponde al caso particular de masa
definida. La misma puede ser extendida al caso de
masa indefinida para los estados pertenecientes a
los subespacios de masa positiva o negativa, enten-
diendo al sg(m) como el autovalor del operador 7:.%

‘I’m,p>)=€, (10)

l. EL GRUPO XPM

El conjunto de transformaciones lineales en el
espacio de configuracién que deja invariante la for-
ma cuadrética.

dr? =n,,dx"dx’, (11)

donde M, es el tensor métrico de Minkowski (1,-1,
-1, -1), es el denominado grupo de Poincaré. El
estudio de las representaciones irreducibles de di-
cho grupo, ha sido de gran importancia en el desa-
rrollo de la fisica de particulas elementales'®. En
efecto, las funciones de onda de las distintas
ecuaciones relativistas de sistemas caracterizados por
el valor de la masa y del spin (Klein-Gordon, Dirac,
Proca,...), transforman segin tales representaciones
irreducibles. Como mostramos en 1, la liberacion
del vinculo masivo (ecuacién (7)) nos permite cons-
truir un espacio de las fases con 4+4 coordenadas
independientes, x" y Py, lo cual nos abre ahora la
posibilidad de estudiar el conjunto de transforma-
ciones lineales en el espacio de las fases que deja
invariante la dindmica, grupo de transformaciones
candnicas, para luego estudiar las representaciones
irreducibles de dicho grupo. Alli también hemos
comentado la posibilidad de obtener la teoria desa-
rrollada en 4 efectuando la cuantificaciéon can6nica
de una teorfa cldsica en una formulacién hamiltoniana
explicitamente covariante en dicho espacio de las
fases.

Repasemos brevemente la teoria de transfor-
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maciones candnicas en tal caso. Consideremos pues,
una funcién f (x", p“) definida sobre el espacio de
las fases. La derivada total respecto del pardmetro
invariante s (que no debe confundirse con el tiempo

propio T ) es:

of ap*
op" ds

_a’i_ of &t
ds  ax* ds

(12)

Por medio de las ecuaciones de Hamilton:

dx*  9H dp,  9H
ds ap, ’ ds ox* - a3
+
podemos reescribir la ecuacién (12) como:
df
—=1f,H}, 14
~ =/ H} (14)
donde H es un hamiltoniano escalar y
of dg  of odg
{r.e}= (15)

ax* ap, p, ax*’

posee formalmente las propiedades que definen un
corchete de Poisson, el cual es invariante ante trans-
formaciones de Lorentz si las funciones fy g son
escalares. El conjunto de transformaciones de las
coordenadas y momentos que -dejan invariante a la
ecuacién (14) (o, lo que es equivalente, que preser-
va los corchetes candnicos) se conoce como conjun-
to de transformaciones canénicas:

e =§u(xa’Pﬁ ) s Py =5u(xa’pﬁ) (16)

Consideremos las transformaciones candnicas
infinitesimales:

- 9G

hext 4ot =xt +{x",G}=x"+—,
dp,

ag an

axt’

ﬁp, =p, +8pll =p, +{pu,G}=pu _
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donde G es la funcién generatriz infinitesimal, la
cual es, a primer orden, una funcién de x* y p,,.
Podemos entonces, encontrar las transformaciones
canonicas lineales infinitesimales en el espacio de
las fases mas generales. Este conjunto de transfor-
maciones tiene la forma:

Py +(£px)wxv +(spp)uv-”v +by, e

]
®
]

donde los pardmetros € ,a” y b, son infinitesimales.
La preservacion de los corchetes fundamentales im-
pone ciertas condiciones sobre los par&metros que,
sumado al hecho de que sélo estamos interesados en
el grupo de tales transformaciones que dejen inva-
riante al elemento de arco dt > =7 i ax”, elimi-
nando ademas aquellos términos que puedan ser
absorbidos por medio de una transformacién de
gauge ((e px)uvx" en la segunda de las ecuaciones
(18)), obtenemos finalmente:

' =x"+e"x, +at
~ v (19)
Py = Enp b,
donde € *" = —¢™ . Esta transformacién es generada
por:
Ewv o, p n
GX,,M=——-2—M +a p,-b,x", (20)

donde M“v = xp’pv -—xvpp .
El algebra de Lie del grupo que de aqui resul-
ta'? es:

*p'}=
{x*.x"}=0 { }’

{M¥ 5" }=x P,
{M*,p" }=pn

{Muv’Mﬂ} nuA.Mtv n\kMtu+n Mkp np.tM

w

_‘.S

2n

-p'n"
Av

. v
donde los generadores del mismo x*, pP.YM "
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estan asociados con las simetrias ante traslaciones
en el espacio de energfa-momentos, traslaciones
espacio—temporales y rotaciones en el espacio-tiem-
po, respectivamente. De esta forma el grupo XPM
es una extensién del grupo de Poincaré. Proceda-
mos a la cuantificacién canénica de la teoria y dis-
cutamos algunos de sus puntos salientes.

La cuantificacion de un sistema cldsico no es

‘otra cosa que la representacion unitaria de un grupo

de simetrias que a nivel clasico estd dado por el
grupo general de transformaciones canénicas. Esto
puede lograrse en forma heuristica por medio del
procedimiento de cuantificacién canénica de Dirac,
que asigna un operador a cada variable clasica se-
gun la siguiente correspondencia lineal:

G=F (a(x’1 Py )) 2)
tal que F~ satisface:
-i #({a,6}) = [# (@), 7 (B)], (23)

donde el signo estd puesto de forma tal de preservar
los conmutadores usuales para la parte espacial. Para
las relaciones de conmutacion entre los generadores
del grupo XPM esta asignacion es univoca (no pre-
senta los problemas de ordenamiento de operado-
res'). La transformacién unitaria U correspondiente
al cambio de coordenadas (16) estd dada por:

A —i >
U=e XPM

= N

(24)

donde Gy, es el operador hermitico corresbon-
diente a la expresion (20). El dlgebra de los conmu-
tadores XPM correspondiente a (21) es:

7)o"

3

(2.8 ]=0=[5".5")

[1\//\[ llv’jc\t ] =_i(£vTI ut _)/C\un vt )’ 05
(%, 5" |==i(p"n " - p*n "),
[Af,\lpv,ﬁt)»]=_i(n u}.A//\!zv_n VZ.A’/\IIH +nvt Mkp. -1 ut A,/\IM)

Dicha algebra, al igual que el 4dlgebra de momento
angular en mecdnica cuéntica no relativista, obteni-
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da a partir de la cuantificacién del &lgebra clasica
del momento angular orbital, admite mdas represen-
taciones que las correspondientes al caso de spin 0.
Anélogamente a lo que sucede en dicho caso con el
dlgebra formada por el momento angular total, la
posicién y el impulso, el dlgebra XPM puede desa-
coplarse si consideramos un operador " de la
forma:

de la siguiente manera:

[Qu,ﬁ]=—m uv’

[ 2]=0=[5".5"]. @n

[o,p.v,otk}____i(n ukctv _nwo_m +nvt0,ku -n p-:ch)

Vemos entonces que, la representacion del grupo
XPM se consigue a partir del producto directo del
grupo covariante de Heisenberg-Wey's y del grupo
de Lorentz homogéneo's. Esto es andlogo a lo que
sucede en la mecénica cuédntica no relativista donde
la funcién de onda correspondiente a una particula
con spin se escribe como el producto tensorial de
una funcién orbital (grupo de Heisenberg-Weyl or-
dinario) por un spinor (grupo de rotaciones). El
estudio de las representaciones irreducibles de dicha
algebra es el punto de partida para el desarrollo
formal de la teoria. '

La representacion asociada con la ecuacién (1)
discutida en A, corresponde a la eleccién

o =<y" 1]

En tal caso, el hamiltoniano escalar para spin 1/2,
considerado implicitamente en (1), es f}:y Lo ﬁu.
El analogo de la ecuacién (14) conduce a la ecua-
cién de movimiento de la variable dinamica f (cua-
dro de Heisenberg):

A

i[— =-i[A,f], (28)

la cual no es otra cosa que la derivada de Beck'? que
fue extensivamente utilizada en I, Il y III. El cuadro
de Shrédinger correspondiente es provisto por la
parametrizacién (1). Dentro de este marco podemos
reinterpretar el problema de la localizacion.
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Teniendo en cuenta que
[4,2%]=0, (29)

vemos que no es posible localizar al sistema carac-
terizado por la funcién de onda \y(x",s) para un
valor definido de la masa'® (recordar, por ejemplo,
la ecuacion (4)). En la formulacién estandard del
problema, uno debe renunciar o a la covariancia de
fa localizacién, donde las coordenadas del tri—vector
posicion se transformen adecuadamente ante trans-
formaciones de Lorentz, o a la conmutatividad de
las componentes del operador tri-posicién'. En
nuestro caso, consideramos un operador cuadri—po-
sicién, que transforma adecuadamente ante transfor-
maciones de Lorentz, con componentes compatibles,
tales como para definir un C.C.0.C., y libre de las
objeciones acerca de la posibilidad de elevar la
coordenada x, al rango de operador, pues en este

caso no tenemos cota inferior para la energia del

sistema®®. La teoria estdndar es también recuperada
en este caso. Reduciendo los estados a aquellos
compatibles con el vinculo masivo obtenemos el
operador posicién de Newton-Wigner*' en el marco
de una teoria on shell cuyo producto escalar es el de
Bargmann-Wigner'?. Retomaremos este punto en un
futuro trabajo. Vemos entonces que, un marco ade-
cuado para tratar el problema de la localizacién es
provisto por una teoria de masa indefinida, ademas
de las ventajas que ofrece a nivel interpretativo, a
nivel de célculo (por ej., la representacion integral
del propagador retardado de esta formulacién con-
duce al propagador de Feynman de teoria de cam-
pos con la eleccién adecuada de los contornos de
integracion, la cuantificacion via integral de cami-
nos puede ser realizada sin recurrir a métodos de
cuantificacién de teorias con vinculos) y ofrece tam-
bién la posibilidad de abordar ciertos problemas
olvidados por la teoria usual como, por ejemplo, la
obtepcién de un espectro de masas para las particu-
las elementales, la relajacion de algunas de las hipé-
tesis que conducen a teoremas de imposibilidad
(Coleman-Mandula, Haag, etc.??).

APENDICE
Diremos que un operador 4 es hermitico en el

producto escalar (2) si es igual a su adjunto: A= 4,
donde 4 queda definido en la forma usual por:

(o1 71w)=(wIZlo) vo.v (D
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Para los operadores que actian en el espacio
de spin (los cuales seradn representados con letras
griegas, en forma genérica ¢, B, ...) existe una rela-
cién sencilla entre la nocién de adjunto que surge de
la teorfa de Dirac estandar correspondiente al pro-
ducto escalar usual, que indicamos con a¥, yel &
definido en (A1)*:

& =7%Iy° (A2)

Usando (A2) y las conocidas propiedades para
la operacién 1, o directamente de la definicion (A1),
se puede probar que

(A3)

A partir de las propiedades anteriores y el
dlgebra de las y’s, se puede probar la hermiticidad
de los siguientes operadores:

Lyl wyt et

Los operadores orbitales como 2" y ‘ﬁu resul-
tan hermiticos y, en general, el adjunto de una ex-
presién funcién de ellos sigue reglas andlogas a las
de la teoria no relativista, por ejemplo,
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