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Este trabajo es dedicado a reexaminar en forma critica el problema de la localizacién para la particula de spin
1/2 relativista en el marco de la Formulacién de la Mecanica Cuantica Relativista parametrizada con un tiempo
propio (MCRTP), discutida en trabajos anteriores. Analizamos la zittcrbewegung en forma covariante mostran-
do que una generalizacién de la solucién propuesta por Schrodinger al problema de la localizacién es en esencia
la solucién ofrecida por Bunge. Mostramos también que una transformacién tipo Foldy-Wouthuysen conduce
a una teoria de dos componentes equivalentes a la propuesta por Feynman y Gell-Mann.

1. INTRODUCCION

En trabajos anteriores' hemos introducido el
formalismo de la MCRTP. En /, 2, y 3 el mismo fue
discutido en forma heuristica, a través de una deri-
vacién cuantica con respecto al tiempo propio ori-
ginalmente propuesta por Beck? estableciendo la
conexion con las teorias clasicas de spin. Una pre-
sentacion de la estructura formal de la MCRTP como
una teorfa de masa indefinida y la interpretacién de
la misma fue dada en los trabajos A y B. En el
tiltimo también sugerimos reinterpretar el problema
de la localizacion en dicho marco, a partir del
cuadrioperador posicién x 4.

En el marco de la MCRTP la ecuacién de
movimiento para dicho operador es la version ma-
nifiestamente covariante de la ecuacién de Breit *:

&
—=r*, M

donde % es la derivada de Beck, que para una va-
riable de Dirac 4 se lee:

ﬁ“-i[H A 2
e s A, (2

que corresponde a la ecuacién de Heisenberg en el
marco de la MCRTP, siendo H=7v" p, para el
caso libre. Andlogamente a lo que seiialara Breit
para el caso de la teorfa de Dirac, el operador 4-
velocidad (1), correspondiente a un operador 4-po-
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siciéon multiplicativo en la representacién de Dirac,
posee autovalores + ¢, lo cual, en principio, origina
la dificultad de que la ecuacién (1) sélo seria com-
patible con un sistema de masa nula‘. Esto puede
verse como uno de los aspectos del problema de la
localizacién trasladado al marco de la MCRTP. En
la version estdndar de la mecénica cudntica relativista
tal problema ha sido estudiado desde diferentes
puntos de vista’. Algunas de las posibles soluciones
comienzan con la propuesta mas antigua correspon-
diente al trabajo de Schrédinger®, quien mostré que
el movimiento de la particula de Dirac, puede ser
separado en un movimiento suave (compatible con
el andlogo clasico) y una parte altamente oscilante
(zitterbewegung), posteriormente identificada por
algunos autores con el mecanismo de creacién de
pares; hasta llegar a la solucién ofrecida por Foldy
y Wouthuysen’, quienes encontraron una nueva re-
presentacién en la cual el operador posicién multi-
plicativo (el cual result6 ser el mismo que el hallado
en el célebre trabajo de Newton y Wigner® conduce
a ecuaciones de movimiento con analogo clasico.
La generalizacion de estas alternativas al marco de
la MCRTP sera el contenido de este trabajo.

En 3, vinculando la derivada de Beck con otra
derivacion alternativa propuesta por Fock’, introdu-
jimos el operador posicién de Feynman-Bunge'® y
un conjunto de variables generalizadas, 4, asocia-
das a las variables de Dirac 4, definidas por:

i dA
Ag=A+———m, 3)
2m ds
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las cuales ofrecian una alternativa para sortear las
dificultades sefialadas en relacién con la ecuacion
(1). Puede demostrarse que, sobre autoestados de la
masa ¢, (Hb,, =md, ecuacién de Dirac):

TATY,, = Agd,,, 4)
donde T es el pseudoproyector

A2)
AT, 5

que vincula las soluciones de la ecuacién de Dirac,
¢,,» con las soluciones de la gcuacién 2de segundo
orden para spin 1/2, ¢mz, (H°d ,=m"¢ ,)

m m

O =19 ,. (6)

En A hemos utilizado el proyector A, sobre
el subespacio de masas positivas y negativas, defi-
nido por:

1 H
Az=';1i‘/;{7 . )

El proyector A, es andlogo al proyector defi-
nido en (5), donde se ha reemplazado m por el ope-
rador de masa m , = VH ', puesto que la MCRTP es
una teoria de masa indefinida y por lo tanto, no
puede depender de un valor particular de la misma
continuando con dicha analogia. También definire-
mos un nuevo conjunto de variables generalizadas,
proyectando las variables de Dirac con A, segin:

A, =AM AA,, )

que son la extension natural de las variables de Bunge
en la MCRTP. '

En la seccién siguiente mostraremos que el
operador A, es, en el subespacio de masas positi-
vas, esencialmente la generalizacion covariante del
operador propuesto por Schrédinger®, que no expe-
rimenta movimiento de zitterbewegung y posee
ecuaciones de movimiento con analogo clasico. En
la seccion Il mostraremos que existe una transfor-
macién de similaridad 4’ = UAU !, que convierte
el proyector A, en el operador que proyecta sobre
los estados de quiralidad positiva y conduce natural-
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mente a la teoria de dos componentes de Feynman-
Gell-Mann'*.

II. ZITTERBEWEGUNG COVARIANTE

La zitterbewegung covariante fue originalmen-
te discutida por Bunge y Kélnay'? en el marco de
una teoria de masa definida. El tema fue revivido
recientemente por Barut y Thacker' en relacién a
sus algebras internas SO (4, 2) y SO (3, 2). Veamos
una reformulacion de dicho tema, en el marco de la.
MCRTP.

A. MOVIMIENTO DE LA POSICION

En lo que sigue usaremos el método de Dirac
L N .
para integrar la ecuacién (1)**. Derivando la ecua-
cién (1) anterior obtenemos:

dy "

ds

2iy Y H-2ip", )

y derivando nuevamente obtenemos una ecuacién
diferencial en la cuadri-aceleracion:

dy *

ds

2iy " H, (10)

donde el punto indica derivada con respecto a s. La
ecuacién (10) es facilmente integrable:

n
=2i [y * (0 -2ip* | ™. (11
A)
Integrando (11) nuevamente obtenemos:
dxu pu iHs pu
= _Yp.(o)____ eZIHA +— (12)
ds H H

donde el dltimo término se ha sumado para satisfa-
cer la condicién inicial y *(0) de acuerdo con la
ecuacién (1). Finalmente, integrando (12) tenemos:

M (s) = xH )+ x P (s), (13)
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_donde en X” y X} hemos reagrupado la genera- .

hzacnén covarnante del operador de centro de masa
de Schrbdmger de movimiento suave y la parte que
experlmenta un movimiento altamente oscilatorio
(zntterbewegung) Ahora veamos que la expresion
(14) puede ser reescrita como:

|
h -
i

| XE()=Ax" A +A P A, (16)
| |

l g .

‘ﬁue cdnmuténdo’ los proyectores, puede ponerse en

J

i

1 . H
ezl o
| ,

’En efecto, es facil verlﬁcar que la velocidad obtem-
da a partir de (16) es la misma que se deriva de

Ademés puede demostrarse que las condiciones
iniciales obtemdas a partir de las dos ecuaciones
Eamblén coinciden. (Para realizar tales demostracio-
nes resultan ‘utlles las siguientes propiedades:

%

‘ u - d
A:Y“‘Afi'f;’,—/\t, %=O)- (19)

]
1
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|

‘B MO VIMIENTO DEL SPIN

:. iI

i Siguiendo un procedxmlento analogo al de la
seccnén 1.4, podemos integrar la ecuacién de movi-
t ‘,

‘ \

21 ‘

!‘ |
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i o " P
1X8(s)= x"(O) -;{——Y"(O) ‘27+—;s, (14) °

as

miento del spin:

do MY [
s =pty’-pv¥. (20

Sin embargo, no es necesario derivar esta ecuacién
nuevamente si sustituimos y # por su expresién (12),
donde el altimo sumando no contribuye debido a la

antisimetria en los indices # y v. Integrando dicha
ecuacién, tenemos: } g

b . !

v =2; ”+2§‘ g . ,‘ @1

Z“ (s)= c”"(O) [p*y"(0)- pY“(O)] —, (22)

|.|

) , . ’
S0 =["10-51 (0] ;ﬁ @)

donde nuevamente hemos hecho la identificacion de

la variable de Schrédinger con la constante de mo-

vimiento: ‘; 1'

wv o
ax) |

ds ii

! |

(24)

y de Z“ con la parte altamente oscilatoria. Tam-

\4
bién en este caso, ‘; puede reescribirse como:
v 1

YA N I S D

o alternativamente como: \

S
Shok (o) 5 @6

la cual tiene una total analogia con el operador de
spin de Hilgevoord-Wouthuysen's para €l caso de
masa definida, el cual coincide con la variable ge-
neralizada (ver ecuacién (3)) correspondlente al spin
de Dirac2.. = . i
- Veremos en la snguxente seccion que los ope-.
radores A, los cuales juegan un papel relevante en
la zitterbewegung covariante, son también esencia-
les para obtener una teorfa de dos componentes.
T

P
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III. TRANSFORMACION DE FOLDY-
WOUTHUYSEN COVARIANTE

~ Observando la analogia existente entre la
MCRTP vy la teoria de Dirac estandar podemos ge-
neralizar el procedimiento que conduce a una teoria
de dos componentes. Por ejemplo, el hamiltoniano
de la teoria de Dirac guarda cierta semejanza con el
hamiltoniano escalar de la MCRTP si a éste Giltimo
le agregamos ademas un término de masa pseudo-
escalar'¢ (caso libre):

Hp=G.p+Pm—H=y"p,+iy°M. (27

En efecto, la correspondencia sugerida es:
PPy ad—-y*, B —iy’y m— M. Prosiguien-
do con estas analogias, podemos extrapolar una
posible versién covariante de la transformacién de
Fody-Wouthuysen’ (FW):

1 2E H
2\VEp+m Ep

donde E,=+H} =+p*+m?. Si generalizaramos

esta ecuacion al caso covariante, deberiamos identi-
ficar a E; con m,=4/p, p* + M? . Sin embargo,
el término de masa agregado al hamiltoniano escalar
para completar las analogias, no es hermitico en el
producto escalar de la MCRTP". En consecuencia,
de aqui en més nos restringiremos al caso M = 0. La
transformacion (28) covariante que nos interesa, se
escribe en tal caso como:

(28)

1 s H
=—]| 14+iy — |

2 m,

(29)

Esta transformacion, a diferencia del caso estandar,
no es unitaria'®. Sin embargo, en la nueva represen-
tacién el hamiltoniano sélo contiene términos que
conmutan con iy (términos quirales),

H'=UHU '=iy°mp, (30)

del mismo modo que, en el caso estandar, los térmi-
nos impares son removidos".
En presencia de interaccion electromagnética,
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los resultados anteriores se generalizan facilmente,
reemplazando p, por ™, =p, —eA,. En conse-
cuencia, .

— B_e chvy

La transformacién U que resulta en este caso, es el
anélogo de la transformacion no iterativa encontrada
por Case®™ para el caso estandar de una particula en
presencia de un campo magnético externo estatico.
Anélogamente a lo que sucede con el proyec-
tor sobre energias positivas en la teoria de Dirac
estandar, el proyector sobre estados de masa positi-
va (ver la ecuacion (7)), es transformado en_la nueva
representacion, en el operador (no hermitico, A, # A", )
que proyecta sobre estados de quiralidad positiva:

A =UA, U"=—;— (147 °). @31

Si restringimos la teorfa a estados de masa

~ positiva (resultados similares se obtienen trabajando
‘con A_), lo que es equivalente a tomar estados de

quirilidad positiva en la nueva representacion:

. i .
0, =00, =5 (1+11°)0 , (32)

entonces, la ecuacion de autovalores para autofun-
ciones de masa positiva, H, ,, =mé, ,, que en la
nueva representacion se lee:

mpb. =mo., (33)

es equivalente a la ecuacién de Feynman y Gell-
Mann'": '

’

2,/ € v ! 2
0, =[7wt” ~;0" va]% =m9,. . (34)
¢

El punto de partida considerado por Feynman-
Gell-Mann para obtener la ecuaci6n anterior consiti6
en elevar al cuadrado la ecuacién de Dirac en pre-
sencia de campos electromagnéticos, es decir, H2¢ =
m*¢ . Notemos que, sélo en este caso particular, el
cual es analogo a lo que sucede en el caso estiandar
de una particula en un campo magnético estatico*,
al elevar al cuadrado el hamiltoniano, los términos
no quirales ya son removidos, permitiendo asi obte-
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ner en forma inmediata una teoria de dos compo-
nentes. En un caso més general, esto ya no sucede
( en el caso estandar esta dado por la presencia de un
campo eléctrico, mientras que en nuestro caso, sélo
apareceria si considerdramos una extensién del
electromagnetisno compatible con una transformacion
de gauge ¢’ *" * en el marco de la MCRTP®). Mis
aun, en nuestro desarrollo, hemos visto claramente
que la teorfa de dos componentes correspondiente
a la ecuacién (34), es el resultado de un cambio de
representacién (aunque no unitarira®*) que, en esen-
cia, consiste en restringir los estados a aquéllos de
masa positiva, lo cual no resulta obvio en la presen-
tacion original de Feynman-Gell-Mann.
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