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Se construye el acoplamiento de teorfas de Chem-Simons en dimensién (2+1) con un campo fermi6nico. Las teorias
de Chem-Simons estan descriptas por un Lagrangiano singular el cual contiene derivadas de alto orden. Se cuantifica
el sistema usando el método de la integral de camino. Esto se lleva a cabo extendiendo el formalismo de Faddeev-
Senjanovic. Se construye ademas la diagramética del sistema acoplado utilizando la expresién del propagador para el
campo bos6nico, hallado en este modelo con altas derivadas. Se desarrolla el formalismo BRST y se propone el
Hamiltoniano invariante de medida.

The coupling of Chern-Simons theories in (2+1) dimensions with the fermionic field is constructed. The Chem-Simons
theories are given by a singular Lagrangian containing higher order derivative terms. The system is quantized by using
the pathintegral method. This is done by extending the Faddeev-Senjanovic formalism. The diagramatic and the

Feynman rules of the system are also given. Finally, the BRST generator and the invariant gauge fixed Hamiltonian

are proposed.

1. INTRODUCCION

Las teorias cuanticas de Chern-Simons (CA-S) en
dimension (2+1) se estdn estudiando desde hace tiem-
po y con creciente interés en los ultimos afios '

Por otro lado, también se dio importancia al es-
tudio de teorias de medida descriptas por Lagrangianos
singulares con términos en altas derivadas en los cam-
pos®*, el cual constituye un problema de interés actual
en teoria cuantica de campos. Estas teorias son de in-
terés, pues cuando se las cuantifica, la presencia de
términos en altas derivadas generan problemas. El in-
terés se debe también a su posible aplicacién a super-
conductividad a alta Tc.

Otro ejemplo de teorias en altas derivadas lo
constituye la supergravedad conforme en dimension
(2+1), la cual esta descripta por un término de Ch-S .

En un trabajo reciente’?, hemos tratado el acopla-
miento de teorfas de Ch-S Abelianas y. no Abelianas
con campos fermidnicos, en dimensién (2+1). Para
describir este sistema dindmico partimos de un Lagran-
giano singular de alto orden en derivadas. Se construyd
el formalismo clasico partiendo de una densidad
Lagrangiana dada por:

=9 +Q+.@+Q

top

(1.1)

donde Ql op €5 1a densidad Lagrangiana electromag-
nética con un término topoldgico de masa; es decir,
un término de Chern-Simons (Abeliano) de la for-
.ma:
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Liop= 4 B BV + — e 9 AA, (12)
La parte &, que contiene altas derivadas es:
! c2
Qh=-4 d,F,, 9°F™ (1.3)

y la parte del Lagrangiano fermidnico _(Er y de in-
teraccion %, son respectivamente:

I
Li (a; ]W“a w+t( » )3 ¥ Y'y-myy
(1.4)

L= VY VA, (1.5)

El tensor intensidad de campo en términos del
potencial es el usual F,, = auAv—avAu (un,v=0,1,
2) ; ¢ es una constante de acoplamiento dimensional y
K es la masa topolégica del campo de medida. La
convencién que utilizamos en el trabajo es
€2 = ¢'? =1, la métrica de Minkowski 8uv es guv =
dlag (, -1 -1) y las matrices Y de Dirac 7P =03, v'=
io!y y2 = io? (siendo las matrices o las matrices de
Pauli).

Los impulsos canénicos conjugados de las
variables de campo_dindmicas independientes
A,,By, —Auv‘V(a) Y W(a) se definen mediante la
transformacion de Ostrogradski'? y ellos son respec-
tivamente P* Q" TI®y I1* ' Las expresiones resul-
tantes son:

0 CZ ot
PO =-S 3,0, F (1.6a)
Y
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| Q=0 : (1.6¢)
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] 11 Q =--;90F : (1.6d) -

: " a-1] . .

: M =i [T]Yo"’w) (1.6¢)

i

3 | a+l v
H(ot)="[ ]‘V(a)‘fo’ - (1.6f)

donde los mdlces latmos Lpj=1, 2

" Los corchetes de Poisson entre pares de variables

canémcas conjugadas son los usuales (ver Ref. 12). A
partir de las ecuaciones (1.6), vemos que los vincu-
los pnmarnos son:

| ¢, Q(x)=0 | 1.72)
| [a-1] :

[ Q) (x) = Mgy (x) =1 > |%Y@ (176

%5. ¥ o

i A ’ _

; N fa+1] _

] 51((,)(4)()‘=ﬂ(a)(x)+l ) Yo¥(a), (1.7¢)

| :; ) . L o

el Ham:ltom!zlmo cldsico J,,, se escribe:

*?t,can_ B tPIp.+B Qll +‘v(a)n(ﬂ)+n(a)w( )_Q

(. . o (1.8)

u'

El Hamiltoniano extendido Hg fd X ./L”E'

que genera las evoluciones temporales queda defini-
do en términos de JHg dado por:

donde § es un muluphcador de Lagrange bosénico
y ?»(.,,, @ SOn los multlphcadores de Lagrange fer-
mibnicos. .

‘1
la consistencia sobre los vinculos primarios y se
¥ TR : :

j |

!
roa

b
|
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|

P(x)=Q°(x)=0

| Siguxendo el algoritmo de Dirac", se plantea

|
1
-\
!
|

hallan los vinculos secundarios. A partir de este

conjunto se hallan los vinculos de primera clase y se
lleva a cabo la cuantificacién canénica del sistema.

Finalmente el sistema Hamiltoniano para esta
teorfa en altas derivadas queda descrlptolpor el si-
guiente Hamlltomano total: : [}

H; = fdzx(.;fc’ca,,,u;s<1>)Ll (1.10)

~ donde B (a 1= 1, 2, 3) son tres parémetros arbitra-

rios, y donde @, son los siguientes tres vinculos de
primera clase:

(1.11a)

2(X)=—P°(x)+a Q (x)~ (1. 11b),

D3 (x) = —ie (W (x) I(x) +n‘°"(x) w(a)(x))
'——aiAj(x)e -9,P'(x)=0, © (L.1lc)
4T ‘ : ]

y ellos corresponden a las simetrfas de medida. del
sistema. Los conmutadores (o antlconmutadores) a
tiempos iguales resultan: 'l

i

[Aux. )] == 818! 112

[B . Q" W] == 880" (w12b)

) —(y)1 _ i
{\P(a '\V([})} - (Ytl)(a)([})s (x y) (1. 120)
» Vi
Estos son los resultados fundamentales obtenidos en
Ref. 12 :
|

|
i

IL. EL METODO DE LA INTEGRAL DE

CAMINO PARA LA CUANTIFICACION

DIAGRAMATICA DEL MODELO
. At

La cuantifi¢acién usando el método de la inte-

gral de camino se realiza extendiendo el formallsmo

- de Faddeev-Senjanovic™,

La funcién de particién para teorlas con altas

derivadas que ‘nosotros proponemos es: ¢
l

Z‘fDAu DP* DB, DQ" DY, )DH D\v() pTi®
,1 '
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‘_6(¢,)8(¢2)8(¢3)8(fl >6<f2)6(f3)det[d>.,d>2,¢3,f.,fz,f3]

‘5(9((,))8(9(,,,) det [ Q). Q)] expi [I d*x (B, pu+

B,Q" +wﬂ+Hw) HE] @D

Las cantidades fl , f2 y f, son las condxclones de
fijado de medida. Un conjunto conveniente de con-
diciones consistentes con las ecuaciones de movi-
miento son: L

f=aA =0 . (22a)
‘f,=B,=0 -~ (2.2b)

v

f --2——va +egy a“(\yy, ¥+ of1- 'LD]BA E'k~0

3

‘las cuales satisfacen la condicién det [fn,d)b]D 20 -

para todos los vinculos &, de primera clase dados

~.en (1.11). Llevando a cabo explicitamente el cdlculo

. de los determinantes y de las integrales de camino -

ok i® (a) s
sobre los campos B,,P*,Q",IT'* y IT'" que aparev , Xz dc la forma:

" cen en la ecuacién (2 1), llegamos a:

2= [ DA, DB, DY (o) Dvp (L J(5)
expi [Jd3x.@ ] ; . (23)

L

donde la densxdad Lagranglana efectiva &, off esté
© dada] por Lo L

1 1 c . L
Lot =~ FF'J‘=_(E"i'aiAo)(Bi"aiAo)‘U—BiBl
4 2 . . 21
cz . X " c2 o
-—93,F d'F*+—BA, ' -—G,G"
EL . 1) 1 B
4 4n 4n
C2 C2 02 2
2nJ 2 j 2
+—BV’BI-—V’BA, -—(V Ao)

2n n 2r

k. . e
——0;AA; 8u+.£(aiA )A €' +1( }_7“8“\11
C 4n _ _,41: - 2. )

R

{a-1 o , .
il = [T Y my +eTrvat. @)
donde G; =3, B;~9;B; y V2=3,9'"

A partir.de la dénsidad Lagrangiana efectiva ('2;4)-,_.
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(2 2)

vemos que el problema cudntico queda definido en
términos de una integral-de camino ¢n la cual tene-

‘mos cuatro campos independientes.. En consecuen-
_ cia, a partir de ella definida en términos de los cam-
pos ‘independientes A,Bi, W) ¥ Yo es posible -
. aplicar técnicas diagraméticas's, y deﬁmr las reglas -

de Feynman propagadores y vértices.
' :La ecuacién (2.3) puede escrlblrse alternatlva-
mente como:

25 [[DA, DB, DV Dy DA DAy |
expi [[d*x £*] : Q@5

donde =2 —'A fy = Ayf, (2.6)

y AI ,A3 son multlpllcadores de Lagrange

Como fue llevado a cabo en otro contexto',
cn este caso es posxble deflmr una cantldad bosomca

»...mn .

- C

. "" .“ X2=(Au,VCBiCAL_A3]’ (2,7)

~donde el indice compuesto X toma los valores‘
0,1,...,6. La densidad Lagrangiana efectiva (2.6) es- .
~ crita en términos de esta cantidad, permlte escribir

la sngulentc accnén efectlva

L .o ; P
ta 4 ; * CoeTy

s_'=s‘(xz‘)+S‘<w)+s;m(xz,ui), 28)

s{»

donde temendo en cuenta la ecuacién (2. 4), vcmos

"oquer .. e e

’2';!_: - | Si("")=J‘d3X % (2.9)

S G W= ek ¥ XY] @10

. . 1 . . .

S (Xg)= [ XX @I

R . .o . ,
R v . . . . o
o

Las componentes de I"): (Ta, ,I‘A ,FB ,]"M,FM)_
estan.dadas por:. .

(er = Yor I:A. = 'Yinrﬂi =0’ rmqfo‘g f/}_s =7 & ak?._
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La matriz 7 x 7 (D"')zA, es la inversa del propa-
gador Dy, del objeto bosénico Xy . Se prueba que
ella es no degenerada y por lo tanto invertible, lo
cual nos permite calcular el propagador Dy, del
campo bosénico Xz . Los elementos de matriz del
propagador fueron calculados explicitamente utili-
zando el REDUCE 3.2 y dado que no es posible escri-
birlos en forma matricial compacta, no los reprodu-
cimos en el trabajo.

Estamos asf en condiciones de escribir las re-
glas de Feynman, propagadores y vértices del mode-
lo. Asociamos al propagador del campo bosénico
X5 una linea:

ademds, indicamos con una linea llena el propaga-
dor del campo fermiénico ¥, y el vértice es:

~

Ecrz

Como es usual, decbemos también tener en
cuenta un signo menos por cada lazo fermidnico
cerrado y otro signo menos en diagramas relaciona-
dos por un intercambio de lineas fermidnicas, inter-
nas o externas.

Finalmente, es ficil mostrar que realizando el
limite ¢ = 0 en el modelo, ¢l conjunto de vinculos
se modifica. Los vinculos fermi6nicos no cambian.
El vinculo bosénico (1.6a) desaparece como tal, que-
dando en cste caso P° = 0 como unico vinculo
bosénico primario. La consistencia sobre este vin-
culo genera un tnico vinculo secundario. Con ellos
es posible hallar los dos vinculos de primera clase
correspondientes a la electrodindmica con término
de Ch-S. Tenemos asi las dos condiciones usuales
de fijado de gauge f,=9,A'=0 y f,=A,~0 . La
funcién de particién (2.1), una vez integrada en A
y utilizando la 8(f, ), se reduce a la siguiente inte-
gral de camino:

Z= [ DA, DG Dy §(t )expi[Sy ]  (2.12)

donde ahora S es la accién efcctiva de la electro-
dindmica con término topolégico de Chern-Simons.
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III. EL FORMALISMO BRST

Para construir el formalismo BRST para el sis-
tema Hamiltoniano vinculado bajo consideracion, se-
guiremos los lineamientos y definiciones dadas en
Refs.'®?2, Como vimos, nuestro sistema Hamil-
toniano consiste en los tres vinculos de primera cla-
se dados en (1.11), los corchetes de Dirac (1.12) y
¢l Hamiltoniano dado en la ecuacién (1.10) el cual
escribimos asi:

H=I,+N\N D, 3.1
donde hemos llamado J€ a la cantidad:
I, =H ., +B, D, (3.2)
Estas cantidades verifican:
[0, 0] =C; 0. =0 (3w
[Ho,@ba]o =VP @y, (3.3b)

donde H_ = [ d% H, .

Hacemos notar que, cn general,® en una tcoria
usual de Ch-S los coeficientes V;‘ resultan todos
nulos, con una adecuada eleccién del Hamiltoniano
.7{’0. En nuestro caso, debido a la presencia de tér-
minos con altas derivadas no existe ninguna elec-
ci6n de un Hamiltoniano J€, que nos permita eli-
minar todas las componentes de V" . Utilizando para
JC, la expresién (3.2) resulta V23=-l (siendo las
demds componentes todas nulas).

De aqui cn adelante utilizaremos la notacién [, ]
sin ¢l subfndice “D”.

En lo que sigue es conveniente tratar a los
multiplicadores de Lagrange A* en el mismo pie de

Jigualdad que a las variables dindmicas, y asociarles

igual nimero de momentos P,-, tal que:

a a
[0, ]=5: (3.4)
Para no cambiar el contenido dindmico de la
teoria, cldsicamente los momentos estdn obligados a
ser nulos. Los vinculos m, =0 generan las transfor-
maciones de gauge 2 — A +u* de los multipli-

cadores, las cuales ponen de manifiesto su arbitra-
riedad.
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Consecuentemente, nuestras varxables dmémx-

cas pasan a ser ahora

Az E(Au,Buyq’.v‘V!xa) (3'5) ' .‘ fow s . . . .
Realizando una integracién en el dltimo término de_
Los correspondlentes lmpulsos canémcos con- -

Jugados son:

por:

GA =_(¢a’pb)1"_ a’b=1'2’3 . )’ A=1, ..... ,6

Por lo tanto las ecuaciones (3.3) se escriben:

6uGa]=0 o)

| [Ho',GA]=V: Gg, con V}=-1. (3.8b)

- Introduciendo el conjunto de fantasmas fer-

miénicos (espmores de Majorana) Ma y su candnico
conjugado 1t , el Hamlltomano invariante BRST se
escnbe

Hy =H,+m V)0 +[x,Q] - (3.9
"donde =Ty w® es el fJado de medlda y el conJun-
to {0® } es: ‘ o

WP =), (3.10)

Puesto. que los  vx‘n_culos (3.7) se dividenb en
~dos subconjuntos, de aqui se desprende la necesidad

de introducir fantasmas y anufantasmas de manera

, tal que:

- 've.riﬁcéndo.se:[T]aij=8:, [nﬂ,ﬁb] =8: .
- S 4

© . Por ser esta una teoria Abeliana, la expresién para
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la carga BRST se reduce a:

25(?“,Q"..I'I.ﬁ, p? ) ‘..(3.6) |

Ma=Momy), ®=®50%), (3.11)_

4

la ecuacién (3.9), es posible éscribir la siguiente.

~ densidad Hamiltoniana:

o -

e o - ‘.,7t’7;=.7t’0+7~“d)a +£%p, +7', ~Tn, + 7 [fa;(I)b]nb-
y el nuevo conjunto de vinculos estd dado ahora .= - - .

o R R )

- El Lagrangiano %B®T ser4 entonces:

Q‘"}ST:B'M_P“ +B,0" +y TT+ITy +X° p,+

A'm, +7 N, -, . (.14)

_En el formalismo BRST, cuando existen vincu-
los de primera y segunda clase, la funcién de parti-
cién se escribe como la siguiente integral de cami-
no: . - ' :

2= [ pA; DP* D, Dn, D" D" Dn;5(¢“) §(¢s)

-

. ] wo
Hacemos notar que las variables P , no apa-

‘recen explicitamente en la expresién (3.14) para

&mRsT | por lo tanto la integral de camino sobre esta

_variable serd absorbida en la normalizacién. Lo

mismo ocurre con la componente de campo B, y la -
de momento g, »yaqueel Hamlltomano .76’ dado

" en (3. 2) fue elegldo de tal manera que nos permmé
_eliminar a B, como variable dindmica y por lo tanto

también a su momento canénico conjugado Q,.
Las integrales sobre las variables T 7° y Q!

son Gaussianas y pueden ser evaluadas exactamen-

te. Las integrales sobre los momentos [T y - Mgy

. 'se realizan ficilmente utilizando las dos 5 de Dlrac _
en (3. 15)

La funmén de part1c16n (3.14) resulta final- _
" mente:

Z= j DA, DBi”DW Dy DA Dp D7’ Dn*
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exp i[ [ d*x £¥] (3.16)
donde,
Px=L . K , +(X* —£*)p, ~T°[£,, ®°I My
_;8‘ 1—2 _l =3 —2 317
Mmm,+sM M,—7M M, M Mn,)] 3.17)

donde hemos llamado .Qeﬂ, a la densidad Lagrangiana
que define, la accién (2.4).

Si pasamos ahora a un gauge no canénico
relativista.?™2??, podemos recuperar los resultados de
Faddeev. Para ello realizamos los siguientes reem-
plazos:

1 b o
f,—>—f, P&, M —eN
€

donde los dos dltimos representan un cambio de escala
en las correspondientes variables de integraci6n. El
pardmetro € se hard luego tender a cero, lo cual es
posible en virtud del teorema de Fradkin-Vilkovisky, el
cual establece que la amplitud de transicién no depen-
de de €. Después de hacer € — 0 la funcién de par-
ticién resulta:

z= [ DA, DB, DY Dy DX Dp, DR* Dn’
exp i [ [d'x (L ~ND, ~p. ~ T [£,0°] )]

(3.18)

la cual una vez integrada en A, p', " y 1, resulta:
a

z= [ DA, DB, DY Dy §(®, )3(f* ) det [* 0"
expi [ [dx L] | (3.19)

IV. CONCLUSION

Utilizando el método de la integral de camino,
es posible definir una funcién de particién para este
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modelo con altas derivadas. Es ademds factible, en
este contexto, construir la diagramdtica definiendo
un adecuado objeto bosénico al cual se le asocié un
propagador. De esta manera, la diagramdtica del
modelo queda definida por un propagador bosénico,

el propagador fermidnico usual y un vértice de tres

patas, en analogfa con la electrodindmica cudntica
usual.

El formalismo BRST, se llevé a cabo exten-
diendo los ya conocidos para teorias de Yang-Mills
y de Ch-S. Existe una importante diferencia respec-
to de estas dltimas. En las teorfas usuales, siempre
es posible la eleccién de un Hamiltoniano J¢, tal
que todas las componentes de Vf se anulan. En
nuestro caso esto no es posible, precisamente debi-
do a la presencia de términos con altas derivadas en
el modelo. Cuando se pasa del formalismo BRST
desarrollado en este trabajo al formalismo no cané-
nico relativista, se recupera la ecuacién (2.1) que es
la expresién para la funcién de particion propuesta
por nosotros extendiendo el método de Faddeev-
Senjanovic.

Desde el punto de vista de teoria de campos,
en teorias con altas derivadas, hay ain dos proble-
mas interesantes a discutir. Ellos son el de la unita-
rieddd y el de la renormalizacion. Es de esperar que
para ciertos regimenes sea posible, como ocurre en
las teorfas de Ch-S usuales, excluir del formalismo
los estados fantasmas de norma negativa. Respecto
de la renormalizacién, precisamente términos en altas
derivadas se agregan a este tipo de teorfas para
mejorar la regularizacién de divergencias ultraviole-
tas?. De todas maneras ambas cosas deben ser pro-
badas y en estos temas estamos trabajando actual-
mente.
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