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En este trabajo desarrollémos un mapeo éntre’ei hamilfoniéno de Diracv en 1+l y un hamiltoniano supersimétrico
"cuyas componentes son hamiltonianos de Schrodinger. Aprovechando esta relaci6n, planteamos el andlisis de
las condiciones de solubilidad o cuasi-solubilidad para sistemas fermi6nicos de esta dimensi6n.

1. INTRODUCCION

‘La ecuacién de Dirac en 1+1 da lugar a un par

de ecuaciones diferenciales de primer orden acopla- .

das para las componentes del biespinor. En el caso
de soluciones estacionarias estas ecuaciones pueden
ser facilmente desacopladas en dos ecuaciones de
segundo orden tipo Schridinger, que definen un

hamiltoniano supersimétrico. Cada una de las com- . -

- ponentes del biespinor pasa a ser componente de la :
. conSIderaremos la sigui¢nte representacnon para las

funci6n de onda supersimétrica. A partir de este punto
- es inmediato establecer las condiciones de resolubi-
lidad!, que pueden caracterizarse en forma muy com-

_ pacta bajo la condicién de mvarlancm de forma

* supersimétrica’®. : .

El concepto -usual de hamlltomano solublc
implica tener expresiones cerradas para el conjunto
completo de autofunciones y autovalores. Existe una

categorfa mas amplia de hamiltonianos, los denomi-

nados cuasi-exactamente solubles*%, que tienen sélo
un subconjunto de su espacio de estados expresable
en forma cerrada. En el contexto de la Mecdnica
Cudntica no-relativista pueden ser estudiados y cla-
sificados con relativa facilidad en base a una ecua-
cién de Riccati modificada para la derivada
logaritmica de la funcién de onda®. De esta forma el
método de Riccati modificado puede ficilmente ser
extendido para su andlisis a la Mecdnica Cuanuca
Relativista en una dimensi6n.

En la siguiente seccién mostramos la relacién
entre la ecuacién de Dirac y la ecuacién de Schro-
dinger en 1+1, y a partir de alli, en la tercera sec-
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ci6én planteamos cl andlisis dc solubilidad para la
ecuacién de Dirac. Finalmente en la seccién IV
desarrollamos algunos ejemplos simples.

"IL LA ECUACION DE DIRAC EN 1+1

Dada la ecuaciéon de Dirac en 1+1

. '(i'yu_au—V(X))\l”(x)-?O ] (D

matrices 'y 0 yy
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En 1+1 la parte real ¢ imaginaria de cada una de las
componentes de los espinores

. _(X]] . 3
\V-'Xz ' . )

sélo difieren en un factor de fase, dado que enla -

ecuaci6én de Dirac unidimensional no hay términos
imaginarios. Las soluc1ones de (1) con energfa w
pueden escribirse \ll(x t) e x (x), con lo cual la
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ecuacién de Dlrac da lugar a un par de ecuaciones
de movnmlemo acopladas para los componentes del
espmor ;_

' (ax ‘V)Xl =‘i(f’xz

} (ax "'V)xz =—i) ,

que pueden feducirse a un par de ecuaciones de

Shrodm ger umdlmensxonales desacopladas
I

'.[_aff}:(vﬁvz)]x,.=m2xi (i=12) &

| Lo
Los operadores correspondientes pueden con-
siderarse como las componentes de un hamiltoniano
supersimétrico: ‘

4 &
E 1

p-

1
3

: !
cionde las cafgas SUSY son
aled

!

- 0=-i3,-v) ' G
| gt =—ifa,+V) ™
|

; Asi, estas ecuaciones de Schrodinger corres-
ponden a un par de sistemas isoespectrales, salvo el

estado base con @ =0.

i

III CONDICIONES DE SOLUBILIDAD
f En esta seccién discutiremos las condiciones
que debe satisfacer la ecuacién de Dirac para ser
resoluble aprovechando el mapeo en un hamiltoniano
SUS Y con componentes tipo Schrédinger. Dado un

, hamlltomano SUSY, como (5), es posible generar a

partlr de €l una cadena de hamiltonianos SUSY, tal

que la cardinalidad de esta familia es la dimensi6n : B
del espacio de Hilbert discreto del primer hamilto- -

mano Si ademds, se verifica invariancia de forma

: supersnmemca, el problema es exactamente resolu-

blel . ;n :
i E espmor correspondlente al estado basc estd
dado por: 'f; ;
Bl P
Kl T

| vll'QQ+l 0
i tH=
L bo2( o0 Q*Q] ©

"Si el potenciél V(x) admite estados ligados, X,

o) i
y=| X o
9 e

con x,o tal que es aniquilado por Q ]y OV(x) es
directamente lz|a derivada logaritmica de X,

X/ (xho exp / dyv(y). - ©)

Tomando la primera componente H, -;—QQT, y escri-
biendo .en general .

x.-aexpf dygy) o)

se obtiene la ecuacién de Riccati:

gz(x);-g'(x)=V2(x)+\'/'(x)—(02fi: an

O

correspondiente al n-ésimo estado excitado tiene n
ceros simples {x } sobre el dominio fisico en el eje
x: !‘

1

g, (x)= g(x)+z : (12)

]
L
1
donde g(x)es regular en el dominio fisico. De aquf
se deduce la ecuacién

[

— g(x)-g(x;)
7+ ’+22—**—,— V2 (x)+V’ (x) -~ a)
’ j=t x—xj
| o
donde debe satisfacerse: L

)= Y ——

k=1, k#j 'xk —Xj

Este sistema de ecuaciones, dado un cwrto g, puede -
tener mds de una solucién. Si es asi, el tipo de solu-
bilidad del potencxal se manifiesta por la estructura
de i

Zn E(X)—E(Aj) i
i oxx; :

J
1t
!
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Si esta expresién evaluada en las distintas solucio-
-nes da lugar a expresiones que difieren en su depen-

. dencia en x, cada solucidn corresponde a un poten-
cial distinto y estamos ante un caso de los denomi-

nados parcialmente solubles. En cambio, si difieren

s6lo en una constante admva, ‘todas las soluciones:

corresponden a un mismo potencial, pero a diferen-
tes valores de , y por lo tanto, el hamiltoniano es
cuasi-exactamente soluble. Fma]mente, si para cada
valor de n existe s6lo una solucién, estamos ante un
hamiltoniano exactamente soluble.

T .
[ . . .

IV. ALGUNAS APLICACIONES

" En esta seccién vamos a considerar a titulo de
ejemplo dos conjuntos de potenciales en el contexto
de la ecuacién de Schrddinger. '

A POTENCIALES POLINOMICOS

Estéan deﬁmdos por la expresnon
. N et .' R
‘VN("‘)=Z‘1,;X'.'5 - "‘!’;' (15)

. n=1 R

~ En esta familia, el tnico miembro que cumple con
“la condicién de resolubilidad exacta es el lineal:
. - fas o

Vl(x).=a0+qlx o e

' para el cual

-

VziV’=(a§4_Fa,)+2aoa,x+-a,2x2 -7

Aqui es trivial observar que ambos potenciales son
isoespectrales. El autoestado de -energia nula es:

. a2 -
Xlo(x)_= exp [ 2 X +a9,t_]
- 0 |

La condicién de normalizabilidad exige a, >0.

(18)

Los potenciales cuasi-exactamente solubles de
¢ésta familia (N >1 con a, >0 ) tienen como fun-

cién de onda para el estado base: - -

N :

R ‘ N (I—X"H
X (x)= GXP[_Z'“O o ] ,

0

(19)'
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B ! POTENCIABLES MAPEABLES EN _
e POLINOMICOS :

Al método baSado en la derivada logaritmica

se lo puede extender a potenciales més generales

utilizando transformaciones de coordenadas que
permitan reescribirlos como tales*s. En este aparta-
do, nos restringiremos a los reducibles a un poli-
nomio mediante un mapeo exponencial: ¢ u=¢**,

con O<u<oo Constderando ot

V= Zau SR (26)

n=-L

. tenemos:: ’, . - e

v _dudv_ 4V :
— =gy —, .

(/

y la ecuacién de Riccati' que ahora debe sausfacer
en lugar de (18), es:

t

T8

S Vi vi=(ow) [t W+ g W e tur 20 u

. . - . .

X g . S
Z T ] +0? @

L
"

N LA
L [ A s -

N Al ' |
donde el tnico miembro de esta clase que es exac- -

tamente soluble tiene a L = 1, tal que los potencia-
les U, corresponden a potenciales de Morse. Los

restantes son potenciales cuasi-exactamente solubles. -

LU g LN

C - ELECTRONES RELATIVISTAS EN UN
" CRISTAL UNIDIMENSIONAL . RV

-~ En esta seccién presentamos otro ejemplo ba-
sado en resultddos presentados en un articulo ante-
rior®." Consideramos el potencial umdxmensnonal

' cuadrlparamétrlco

3 -
. -

V U+m a ctg(x)+b tg(x)+c cos(x) .ren(x) (23)

donde los pardmetros a, b cym defmen el poten-
cial ‘que aparece en la ecuacién de. Dirac (1), que

* ahora puede interpretarse como la ecuacién para un
-.fermién con masa m, con un termmo de interacci6n

dado por U. Si definimos U, —U =y’, con U=V
— my nuestro potcnc1al para la ecuacién dc Schro-

dinger sera:
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V. CONCLUSIONES

j ! a(a—l) b(b+l) c?

U‘ =U?. -U'= - +

h : sen 2(x) cosz(x) cos ")
2 i .
c
7+(:(a+l7)-(a-—b)2 . ' (24)

; ‘l
Sx a(a-1) y‘Fb(b— 1) son ambos no posmvos, la
ecuacu’)n de Schrddinger correspondiente, tiene so-
luciones de Bloch con_pardmetros de red 2 o 1,
segun ab(a - 1) (b - 1) sea igual o distinto de cero
respectivamente, y los bordes de banda estdn dados
por ¢ : b

] -

\l}(x) o sen"(x) cos™*(x) e™*, ,F [-n,n+a+b;
] -

a+3; sen* ()], | (25)

. . i
con encrgias: ‘

1 i

; | E=(2n+a+b)’, (26)
i i ' v

que como se gf)bserva no presenta dependencia de la
masa. "

¢ En este trabajo hemos planteado la relacién
entre la ecuaci6n de Dirac y la ecuaci6n de Schridin-
ger end= 1+1 Las soluciones estacionarias de la
"‘ . \L ‘
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ecuacién de Dirac con energfa o, satisfacen un par
de ecuaciones diferenciales de primer orden acopla-
das. Al desacoplarlas se genera un sistema isoes-
pectral de dos ecuaciones de segundo orden, forma-
do por ecuaciones de Schrédinger con autovalor w?.
En esta forma el hamiltoniano de Dirac se mapea en
un h&miltoniano supersimétrico. A partir de aqui, se
hace evidente que en esta dimensién, las diversas
técnicas de andlisis desarrolladas en Mecénica
Cudntica, pueden extenderse con facilidad a espinores
relativistas. Como aplicacién de estos resultados
hemos considerado potenciales polinémicos y mapea-
bles en ellos por medio de una transformaci6n ade-
cuada, y en particular, un modelo cuasi-exactamente

soluble para un fermién en un cristal unidimensional.
‘ !
i
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