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Se analiza 1a propagacién de particulas de Dirac en presencia de campos gravitatorios débiles. Es-
tudiamos las transiciones de helicidad y quiralidad, y en particular establecemos una cota superior
para estas tltimas considerando el efecto de un agujero negro con miximo momento angular (métrica

extrema de Kerr-Newman)

I. INTRODUCCION

La interaccién de diversas particulas con cam-
pos gravitatorios da informacién sobre la distribu-
cién de masa y momento angular de objetos astro-
némicos. En este sentido pueden ser muy relevantes
los neutrinos ya que sélo interactdan débilmente, y
si bien su baja seccién eficaz los hace de dificil
deteccion, es ésta propiedad la que les otorga mayor
interés porque nos traen informacién directa del lu-
gar de origen.

Por ello analizamos la propagacién de espinores
en campos gravitatorios. Dado que no existe una
teorfa cudntica para la gravitacién, tomamos como
punto de partida una aproximaci6n semicldsica en la
cual el campo gravitatorio es un campo cldsico de
fondo sobre el que evolucionan los espinares y asi el
formalismo se reduce a una teoria de campos en
espacio curvo. La ecuacién de Dirac en un espacio
curvo es !:

[iv*)D, -mlw =0, OF

donde D# = au + I', es la derivada covariante para
un campo de espin 1/2, y la conexién de espin es
T, =—(1/4) ¢} e,,, 0" . Latétrada ¢! estd definida
por

g" =ejejn™, @

o = %['y” ,y"]es el tensor de espin; N“ ¥* son el
tensor métrico y las matrices de Dirac en espacio de
Minkowski respectivamente y €,y ©S la derivada
covariante de la tétrada.

El producto escalar definido positivo para las
~ soluciones de la ecuacién de Dirac en espacio curvo
estd dado por (¥, ¥, )= i z‘l’ly“‘l’z\/;d pIS
donde X es una hipersuperficie tipo espacio.

A partir de la ecuacién (1) podemos derivar la
expresion para el hamiltoniano de Dirac en presen-
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cia de un campo gravitatorio:

H=;lo,;y" e [m—iv" e;;(aiﬂ“,.)]-iro ®3)

En la mayoria de sus aplicaciones a astrofisica, el
campo gravitatorio es débil y por lo tanto vamos a
considerar una aproximacién lineal, donde:

g ="+ el“‘ =nz‘+m5 i )

A partir de (2) se expresan las componentes de )
en términos de las huv.

Redefiniendo ¥, para que el producto escalar
sea el usual del espacio plano, resulta un hamiltoniano
hermético con la medida d3x y lineal en h,,,- Por
simplicidad s6lo considerararemos el caso en que es
aplicable la aproximacién postnewtoniana a los po-
tenciales gravitatorios 2:

ho=20 , hy=28;0 , ho=hy=h. (5)

Reemplazando en (3), el hamiltoniano queda:
Vxhs.
(6)
Con la transformacién de Foldy-Wouthuysen®
obtenemos el limite de bajas velocidades. A orden
(v/¢)? y despreciando términos de orden (1/L)?

donde L es la longitud en la que varfan los campos
gravitatorios, ¢l hamiltoniano es:

- 1
H=xm+¢)+a.p+{p.d.p ¢ —{n, ple—
m(i+o)edpefo.dphe—{i A}~

(1+30)

2m

Hey = (ﬁ+m/_1.)2+m¢+—21-§><

ROSARIO, 1993 - 84



oF = 3 (e T ) =
xh.5->=(5xV+iV¢).p. M

Su interpretacién fisica es sencilla. El primer
término representa la energia cinética afectada por
el factor (1+3¢ ) que corresponde al corrimiento ha-
cia el rojo por el campo gravitatorio. El segundo
término, es la energfa potencial gravitatoria. El im-
pulso generalizado serd p+mh y al igual que su
equivalente electromagnético daré origen a un efec-
to Bohm-Aharonov *. El tercer término del hamilto-
niano es similar al que acopla el espin al campo
magnético excepto por el factor girogravitatorio que
es 1, porque el efecto de la gravedad es puramente
geométrico y s6lo toma en cuenta la naturaleza
vectorial del espin y el momento angular orbital. Por
dltimo el cuarto término corresponde al acoplamien-
to espin-6rbita.

Andlogamente con una transformacién de Cini-
Touschec $ construimos el hamiltoniano en el limite
ultrarrelativista, que a orden (m/p) y despreciando
términos de orden (A /L)? es:

Her = &.ﬁ+{¢,&‘f)}+%{ﬁ, ﬁ}+%§x5.3+

. P 0. p
+10’”¢JF+YO¢7} . (8)

Una observacién interesante se refiere a la ve-
locidad de propagacién de las particulas. El opera-
dor velocidad es:

F=[F,H]=(1+2¢) &+h )

El campo gravitatorio da lugar a dos contribuciones:
una que s6lo altera el médulo de la velocidad, debi-
daa ¢, y otra, que cambia su mddulo y direccion,
por accién de h, e introduce una anisotropia en la
propagacién de particulas y antiparticulas.
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II. NEUTRINOS EN CAMPOS
GRAVITATORIOS

Los neutrinos son particulas de masa muy pe-
queifia o nula, pero en todo caso ultrarrelativistas, y
son detectadas sélo en un estado de quiralidad. Sur-
ge entonces naturalmente la cuestién de si existe un
posible cambio de quiralidad debido a interacciones
con el campo gravitatorio. En la literatura las opi-
niones sobre este tema son encontradas 8.

Si la masa es nula las ecuaciones de movi-
miento para las componentes de distinta quiralidad
se desacoplan y no hay transicién de quiralidad. No
sucede asi con la helicidad (5.p)/ p, que por lo
tanto no guarda la misma relacién con la quiralidad
que tendria en espacio de Minkowski.

Para ver que sucede si m# Q consideremos un
neutrino con energia E > 0. Entonces

d
7 < Y >=i<[H,y*]>=2im<y°y’(1+¢)>. (10)

Esta expresién es similar a la que se obtiene en
espacio plano, excepto por ¢l potencial gravitatorio.
Pero la diferencia fundamental es que allf el valor
medio de y%° es nulo entre estados de energfa
positiva porque este operador anticonmuta con el
hamiltoniano. En cambio en espacio curvo esto no
es asi y la violacién de quiralidad es un efecto pro-
porcional al campo gravitatorio. La raz6n de cambio
del valor medio de ¥’ es:

4

-_— 5 =
<>

m
2E?

< 7570[(@'] + hj'i) o'pl +

i if i
vl pl > (11)

La expresion entre corchetes aparece cn el hamilto-
niano de Cini-Touschek como término no conmu-
tante con y°.

A continuacién aplicaremos estos resultados en

tres situaciones diferentes.

1.- Sistema de referencia en rotacion

La métrica de un espacio plano vista desde un
sistema de referencia en rotacién estd dada por:
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hgo = @.F) —w?r? |, h=Fx, (12)

y a primer orden en hpv el hamiltoniano es:

Hem®+a.p-dL-ad5=mP+&p-d] (13)

El lénﬁino -@.L csel résponsablc del efecto Sag-

nac ®. El hamiltoniano conmuta con el operador de
helicidad por lo que ésta se conserva, como corres-
ponde a un espacio plano. Por el andlisis de la sec-
“ ci6n precedente podemos concluir que como A,
antisimétrico no hay cambio de quiralidad para los
neutrinos en este sistema de referencia. De echo un
simple cambio de coordenadas no puede hacer que

particulas que antes interactuaban dejen de hacerlo. .

2.- Distribucion esférica de masa en reposo
En este caso podemos tomar: . -
¢=-— , kh=0. . (14)

. El cambio de quiralidad lo 6btenemos de:. L

dt T 2E? r

py § son pafalelos a orden m/p, por lo que la

amplitud de transicién entre estados de quiralidad
opuesta es nula, lo que es razonable pues al haber
simetria esférica en el sistemano hay posibilidad de
violar paridad. Mé4s generalmente el mismo argu-
mento nos indica que no hay cambio de qu1rahdad
a este orden si h=0. o '

3.- Distribucion esférica de masa en rotacion

El campo gravitatbrio producido por una dis- -
. tribuci6én de masa y ortogonal a J- da una contribu-

tribucién de masa con simetria esférica en rotacién
es: .

¢=-— . k=2ix=, . (6

‘donde J es el momento angular.del sistema. No

tomaremos en cuenta a ¢ ya que ‘como vimos su.

" contribucién es nula. El término que produce viola-
“cién de quiralidad es en este caso: :
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" "IIL. CONCLUSIONES

+(.7x?.A&)(?-5)].>l- o an

Consideraremos dos casos segiin la orientacién

relativa del impulso de la particula con respecto al .

momento angular de la distribucién -de masa. En
ambos casos la trayectoria del neutrino se considera
tangente al ecuador de la distribucién de masa. - .

a) pilJ

Integrando el efecto del campo-gravitatorio

desde r=a hasta ¥ = (a es el radio de la distribu-

~ ci6n de masa) tenemos que el cociente entre las

amplitudes de quiralidad negativa y positiva es: -

S 2mJ 4 MG [ mc? '
Ay = = — . . 18)
' 2 5 el [ E ) o (

. Este:efecto es 1mpar. es decir, si ¢l neutrmo se pro-
- paga desde —oo hasta +oo tangencialmente a la masa

(15)1'

y paralelo a su momento angular la contribucién
debida al trayecto desde ~oo a 0 cancela exactamente
a la debida al trayecto dese 0 a +oo. Cs
bypiJ

.+ En este caso resulta:
| .

pero a diferencia del caso anterior el efecto es par:
la propagacién desde —co hasta +co tangente a la dis-

cién no nula, igual a 4,

k4

¥

- El hamiltoniano (3) conmuta con el OperadorVhe:l‘ici-¢

dad-'si éste es correctamente definido a partir del

operador de Pauli-Lubansky covariante bajo trans-

formaciones de coordenadas en el espacio curvo. Si
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conmderamos, el hamnltomano linealizado (6) y el

operador de helicidad tal como se define en espacio -
plano vemos que no conmutan. Esto puede llevar a |

la falsa conclusn(m de que existe una transicién de
hehcxdad en presencia de campo gravitatorio, pero
este es un efecto debido unicamente a la relacién

que existe entre el espacio curvo y el espacio plano

asocxado localmente y es compensado si se introdu-

cen las correccxones lineales al operador de helicidad :
en espacio plano que vienen de la definicién cova-
rnante En partlcular esto explica la diferencia entre -

nuestros resultados y los de Cai y Papini’, y es con-
51stente con la critica que les planteé Anandan“

§ Por otr0|lado si desarrollamos el campo h en -

torno a un punto

| 1
il E : .
1L o o
=h,.|,i()+—2—(Vxhlx()x(x—xo)) + |

{

s

2 i

se observa que consxste en un término similar al de

_una rotacién pura alrededor del :punto Xg» que no -
_produce transxcnén ‘de quiralidad, mds un término
snmémco que se anula en el caso de una rotacién |
pura y que es el responsable de los cambios de °

quxralldad dados por la ecuacién (11). Anandan s6lo

consxdera el pnmer término en su argumento y por .

ello concluye* que no hay cambios de quiralidad.
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Para finalizar, podemos estimar una cota supe-
rior para la transicién de quiralidad consxderando
como fuente del campo gravitatorio un agu_|ero ne-
gro con velocidad de rotacién méxima (metnca ex-
trema de Kerr-Newman)?®, a pesar de que en este
caso no es vélida la aproximacién lineal. Este siste-
ma estd caracterizado por (J/a*)=1, con lo cual:

|
a-Z [ ey
g !

lo que muestia claramente que este efecto es muy
pequefio si m#0, y nulo si m = 0. i

REFERENCIAS [

1. H.Pagels, Ann. Phys. (NY) 31, 64 (1965). N.D.Birrell and
P.C.W.Davies,Quantum Fields in Curved Spaces
) (Cambndge University Press, Cambridge, 11982)
2. 8. Weinberg, Gravitation and Cosmology (Wlley,l New York,
1972). ! i
3. J.D.Bjorken and S.D. Drell, Relativistic Quantunll Mechanics
(McGrawHill, New York, 1965). i
4. G.Papini, Nuovo Cim. 52B, 136 (1967). |
5. M.Cini and B.Touschek, Nuovo Cim. 7, 422 (1958).
6. G.Sagnac, Compt. Rend. 157, 708, 1410 (1913).
7. Y.Q.Cai and G.Papini, Phys. Rev. Lett. 66, 1259 (1991).
8. J.Anandan, Phys. Rev. Lett. 68, 3809 (1992). |
9. C.W.Misner, K.S5.Thorne and J.A.-Wheeler, Gravitation
‘(W.H.Freeman, San Francisco, 1970). [}

CEILAP R

ROSARIO; 1993 - 87




