NUCLEACION TRANSITORIA EN SISTEMAS CONDENSADOS
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En ¢ marco de la teorfa cldsica de nucleacién se considera en este trabajo el régimen transitorio de la
nucleacién en sistemas condensados monocomponente, en condiciones isotérmicas. Mediante un desarroilo de
Kramers-Moyal de 1a ecuacién maestra, se obtiene una ecuacién de Fokker-Planck que modela la dependencia
temporal de la poblacién de conglomerados con radio menor o del orden del critico para la nucleacion.
Mediante una simulacién numérica de dicha ccuacidn, obtenemos resultados que son comparados con los dec
tratamicntos analfticos y numéricos previos.

In the framework of the classical theory of nucleation, the transient regime of nucleation is considered in this
work for one-component condensed systems, under isothermal conditions. By means of a Kramers-Moyal
expansion of the master equation a Fokker-Planck equation is obtained, which models the temporai dependence
of the population of clusters with size less or of the order of the critical one for nucleation. The results obtained
through a numerical simulation of that equation are compared with those of previous analytical and numerical

treatments.

I. INTRODUCCION

El mecanismo de nucleacién crecimiento es el
paradigma de la cinética de transiciones de fasc de
primer orden. La teoria cldsica de la nucleacién
propone que cn ¢l material original (fase mctaestablc)
se forman conglomerados de dtomos (0 moléculias)
en la configuracién del producto de transformacion
(fase estable). Inicialmente estos conglomerados son
pequefios (embriones), y su alta relacién superficie-
volumen los hace inestable. Eventualmente algunos
pueden crecer hasta un tamafio mas alld del cual se
vuelven estables: éstos son los nicleos.

En estado estacionario, la probabilidad por
unidad de tiempo de creacidén de nicleos (velocidad
de nucleacién) depende sélo de la temperatura (que
el estado estacionario sca o no el de cquilibrio de-
pende de las condiciones externas, como veremos).
En estas condiciones existen algunas soluciones
analiticas aproximadas de las ecuaciones que descri-
ben la evolucién de la poblacién de conglomerados.

El tiempo en que la velocidad de nucleacién
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va aumentando hasta su valor estacionario (el tran-
sitorio) es muy corto para ser detectado en transi-
ciones liquido-vapor, pero en sistemas condensados
es mucho mds largo y por lo tanto medible.

IL. TEORIA CLASICA DE LA NUCLEACION

La energia libre de formacién de un conglo-
merado de n moléculas es

AG,=nAG'+S,0, )

donde AG’(<0 en este caso) es la diferencia en
energfa libre de Gibbs entre la.nueva fase y la ini-
cial (por molécula), S, es cl drea de la superficie
del conglomerado y o (> 0) es la cnergfa libre
interfacial por unidad de édrea. En la teorfa clésica,
a AG’y a ¢ se les asigna valores macroscopicos
independientes de n. Si (por simplicidad) se consi-
deran conglomerados esféricos, y si se llama v al
volumen de una molécula, serd
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Puede haber otras contribuciones a AG, que aqui
no se tendrdn en cuenta. AG, crece inicialmente
como funcidn de n hasta aleanzar un méximo para
un nimero critico de moléculas n* a partir del cual
decrece, pudiendo incluso hacerse negativa. Un
conglomerado de tamaiio n* (conglomerado criti-
co) estd en equilibrio inestable con su entorno (que
estd en la fase inicial): los conglomerados mds pe-
queiios o embriones tienden a “evaporarse” y los
mayores o micleos, a crecer y formar la nueva fase
(esto es lo que se Hama nucleacidn). Es conveniente
definir una region critica, un rango de n alrededor
de n* para ¢l que )

(AG,. - AG, )<AT. 3)

La teoria cldsica de la nucleacién considera
que ¢l conjunto de poblaciones {Nn(t)} describe
completamente el estado del sistema. Se define un
conjunto de flujos {I"(t)}, donde [, (1) es el nime-
ro de conglomerados por unidad de volumen que en
la unidad de tiempo y al tiempo ¢ crecen desde el
tamafio n al n+1. Para n grande se espera que el
proceso dominante sea la absorcién o pérdida de un
solo monémero: ésta serd una buena aproximacién

en el limite de alta densidad, en que el camino libre

medio de los mondémeros es muy corto comparado
con el radio de los conglomerados (~ n'?) y se pue-
den ignorar todos los otros procesos como la fusién
y la escisién de conglomerados. Especificamente, si
E, representa un conglomerado de n moléculas y
E, un monémero, la nucleacién corresponderfa a
una serie de reacciones del tipo:

nzl. )

k:es la frecuencia con que se agregan moléculas al
conglomerado E, y % cs la velocidad con que éste
las pierde (o sea, son las respectivas velocidades de
reaccién).

Los desarrollos iniciales en teoria de nucleacién
los realizaron Volmer y Weber en 1926, quienes
sugirieron que para 12 > n* no habria desagregacion
(los nicleos crecerfan rdpidamente, siendo innece-
sario considerarlos como parte del sistema, luego
N, (t)=0 para n > n*). Para n<n*, en aquellas pri-
meras etapas de la investigacién en el tema, supu-
sieron una situacién de equilibrio termodindmico:

N, ()=N:=N'"exp(-AG, /kT), (5
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donde A’ es el nimero total de monémeros. Si se
considera, segin la Ec. (4), la transferencia entre
embriones de n moléculas y aquellos de n+l, la
frecuencia neta de agregacioén o flujo I (t) serd:

Iu(t)':k:Nn (t)—kr;l Nn+l(t) > (6)

y en equilibrio (como suponia Volmer y Weber para
n < n*):
ln = k: N: - kn+l N:—H =0. (7)
Si se estableciera la distribucién dec la Ec. (5), la
velocidad de nucleacidn (frecuecia de formacién de
nicleos) scria entonces simplemente /=N :. -—k:..
Pero estas hip6tesis llevan a que existan una discon-
tinuidad de N, (¢) en n = n*, que no resulta natural.
Becker y Déring puntualizaron en 1935 que es
imposible obtener una situacién de equilibrio cuan-
do sc estdn retirando los conglomerados criticos del
sistema (o sea cuando ocurre nucleacion), y formu-
laron en cambio la cinética como un proceso esta-
cionario en el que la frecuencia ncta de agregacién
es constante (no nula como en equilibrio), indepen-
diente del tiempo y de n, y es por ende, la velocidad
de nucleacion:

I" =k, Ny —ky Ny, ®)
Para tener un estado (cuasi) estacionario cuando se
estd retirando materia del sistema (los conglomera-
dos criticos) es necesario agregarla en.la forma de
n*+1 mondémeros por cada nicleo retirado. En la
prictica, como el nimero de moléculas que forman
un nicleo es pequefio, se observa una velocidad de

nucleacién estacionaria.

I0. TRANSITORIO

En equilibrio termodindmico el flujo neto es
cero, entonces las frecuencias (amplitudes de tran-
sicion o constantes de reaccion) k: yk; deben
satisfacer la condicién de balance detallado:

ko =(NEINE, kT =exp(Bg, 1KTES ., 9)

n+t [0

con Ag,=AG,, —AG,. Ello implica que:

n+l

1,(0=k NN (I NS =N, (DI NG} (10)

Si en un dado instantc t=0 se lleva (iso-

térimicamente) al sistema a la regién metaestable, el
perfil poblacional evolucionard desde sus valores
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iniciales {Nn(O)}, que son:‘
T NO=AN,(0=0(22). A

" Mientras se van formando los embriones, esta distri-

bucién de conglomerados se acerca a la estaciona-

' ria, y la velocidad de nucleacién I (t) crece desde ‘

0 hasta /* (esto supone que se extraen del sistema
los niicleos o conglomerados con un tamaiio 7 sufi-

cientcmente alejados de la zona crmca A—n*>>kT"
y sc reinyecta igual masa ¢cn monémeros). En estas
‘condiciones, el sistema es descripto por la ecuacién:

N, Jdi= ,,_,(t) 1,), '(1'2)__'-}'-

que junto con (6) toma la forma de la sxguxente '

ecuacion maestra:

; .(k;+1§+)N (t) ; ' ; (1'3).: |

que descrlbe la marcha hacia el equilibrio tcrmodl-v_“ _

ndmico.

'IV. DESARROLLO DE KRAMERS-MOYAL

. Si se reescribe el primer término de (13) de.--

modo -que aparezca una variable continua g :

+o0

r N,.- (4N (0)= / dE3 (5 —1)
[kllz N (D+ke Npe (0], | a4

se, puede (al menos: formalmente, sin asegurar la

* convergencia) expresar el integrando como un desa-

rrollo de Taylor en la variable £ (ahora n es tratada -
como una variable continua y la cantidad de interés es .

N 'dn—N(n)dn, el nimero de conglomerados con

. n<n’.<n+dn, aunque por simplicidad mantendremos’
" la notacién subindicial). Si se corta el desarrollo al 2do

orden y se definen las funciones A, =(k, k“) y

B, (k. +k . )» la ecuacién maestra toma la forma de

~ una ecuacion de Fokker-Planck lineal* : e

an, —-i(A N, )+1i(3 N oas)
ar an " " 290
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~ V. CONDICION DE CONTORNO

" La ecuacién (15) puede ser escrita como una
. de continuidad si se define el flujo '

' Jn=AnNn A

zan(BpNn_)'. (16)

La conscrvacién del nimero total de moléculas re-

~ quierc la condicién de normalizacién

DN, =N, - [dnnN,= N, an

PR . ' ! - ._
.. La condicién de contorno es que la poblacién de
' niicleos sea cero (N;=0) para i fucra dc la zona
' cntlca, es decir:

(ﬁ Jﬁ‘jl)'"z'_?lNl" fAnNndn:O' (18)

Bt

VL SOLUCION ANALITICA EN ESTADO

. ESTACIONARIO

En estado estacionario (incluido el de equili--
brio), resulta d N, /9 t=0, entonces

198,] 1_aN,
J, = A - N,-—B, 3 =cte=K. (19)
n

" 29n 2

Si se definen las funciones

se ve que (19) tienc la forma canénica de una ecua-
ci6én lineal de primer orden o sea

N, ‘
a—'+P N,=Q,,

cuya solucnon general es

w, _exp fP ) /o, exp(/P dn dn+C](20) |
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En el estado de equilibrio, J,=K=0, entonces Q, =0
y Nn=Cexp(—andn): esto indica que, en equili-
brio, -

C=N,=/ dnnN,.

En cualquier otro estado estacionario setd J, =
=K=#0, yel valorde Csurge de C=N;=[ dnn N,.

VII. IMPLEMENTACION NUMERICA DE LA
ECUACION DE EVOLUCION

Para la derivada de ler qQrden en n se usa un
esquema de diferencias centradas, que al ser de orden
(An)? resulta compatible con la derivada segunda;
para la derivada temporal basta en principio con un
esquema explicito. Con la notacién

R =At/2An, R,=0t/2An*
se tiene

N _Rl[An+an+I,l -A an—l,l]+

nt+dt n-

Rz[BIH-INIH-l.l_ZBIINIIJ+BII—|NH—|J]' 21

Para la implementacién numérica de las condicioncs
de contorno hacemos, entonces

N __..(i["__z'n_]ll"_A”l (22)
: An

El método consiste cn simular la evolucién temporal
de N,, mediante la aplicacién iterativa de (21) a
partir de la condicién inicial NyoAn=N;=N, (N,
es cl nimero dc Avogadro) y las condiciones dc
contorno (22), que nos ascguran quc el sistema
cvoluciona hacia cl estado cstacionario. La Ec. (21)
no toma en cuenta la alteracién en la poblacién de
conglomerados durante el intervalo At, y por lo tan-
to, su validez dependerd del orden del mismo. En
nuestros célculos comenzamos con un Af muy pe-
quefio, tipicamente del orden de 107" (donde ¥ es
la frecuecia media de cambio de fase en la superfi-
cic del conglomerado) y el método consiste en incre-
mentar At durante la simulacién luego de verificar
que no haya pérdida de precisién’. Dado que la ec. de
Fokker-Planck es lineal, admite una normalizacién de
N,, : elegimos como tala N, (=N, /An. Los valo-
res de los pardmetros de la simulacién son los siguien-
tes: n* =35, i =50, An =001, At ;0 =5%x 1078
Los de los pardmetros fisicos pueden verse en la Tabla
1. La temperatura de trabajo fue de T = 820 K.
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Parametro Simbolo  Valor
Temperatura dc fusién 7, 1300 X
Entropfa dc fusién AS, 40 J/molK
Difusividad pre-exponencial D, 2x10% m?/s
Energia de activacién para Q 440 kJ/mol

la difusién

Distancia de salto A 46 A

Encrgfa interfacial o 0,15 J/m?
Volumen molar Vv 6x10-5 m¥/mol

Tabla 1. Pardmetros independientes de la temperatura.

VIII. COMENTARIOS

1) Los valores consignados para la tempratura
de fusién T, y para la entropfa de fusién AS, co-
rresponden aproximadamente a los datos termoqui-
micos del disilicato de litio. La energia libre de
cristalizacién por molécula AG’ se tomé proporcio-

nalmente al subenfriamiento:

AG’= ASf (T_ 7;11).
NAvogudm

Para los valores dec la tabla AG’= 3,19 x 107% J. De
aquf se pueden calcular A, (k_~k,)y B, (k,_+k, )
mediante (1), (2) y (9).

2) Se supone que y es muy préxima a la del
liquido y puede ser obtenida a partir del coeficiente de
difusién D cn el liquido: Y =i—[} (M es la distancia
promedio de salto y es aproximadamente la raiz ciibica
del volumen molecular que puede calcularse a partir
dcl volumen molar V). Sc supone para D una depen-
dencia con T tipo Arrhenius: D= D,cxp(—Q/ RT). Para

los valores de la tabla D=1869x10""m? /sy v =53 s

3) El valor tomado & es el que aproxima los
valores experimentales de veclocidad de nucleacién
estacionaria.

IX. RESULTADOS NUMERICOS

En la Fig. 1 se muestra la variacién con el tiempo
del mimero de monémeros. En las Figs. 2 a 4 puede
verse la evolucién durante el mismo lapso de
N,,,dN,/dt ¢ I,, respectivamente, para valores
escogidos de n. Estos resultados, que corresponden a la
etapa temprana dc la cvolucién, son consistentes con
los obtenidos por otros métodos'.
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Fig, 3: "Evolucién temporal del flujo 1,(ec. 6) (Iwmtalzzada a
N, 0= N aldn) _

X. DISCUSICN

CEH mctodo aqu1 presentado nos permite derivar

una ecuacmn de Fokker-Planck lineal a partir de la .
ecuacién maestra (13). Asf planteado el problema, . .
_resulta claro que las distribuciones correspondlentes :

‘a’un estado estacionario cualqmera y al de equili- ;

brio difieren esencialmente en la condicién de con-

torno. La simulacién numérica de (15) y (18) a tra- .
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Fig. 2: Evolucion temporal de la distribucién de conglomerados

“de n moléculas N, (normalizada a Nyg=N,/'An)
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' th 4: Evolucién temporal de la de/dI( ec.13) (rwnnallzada a
 Mig=Ny8m) |
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vés de (21) y-(22) _n'bé permite sc_gﬁir en el tiempo
N,,J y en particular,’ ver como se llega rapidamente

" a'la saturaci6n de la poblacnon de cong]omerados de
_ pocos mondmeros. S

La contmuacm’)n de este trabajo serd el estudio

“.de la etapa de crecxmlento, con la mira puesta en
procesos de segregacmn y de corrosién. Eventual--

mente se probaria también la lmplemcntacmn de
métodos numéricos especialmente adccuados y
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