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En la version lineal por partes del sistema activador-inhibidor conocido como modelo de FitzZHugh-Nagumo
se estudian, para un sistema restringido a un intervalo unidimensional finito, los efectos de las condiciones
de contorno parcialmente reflectivas sobre la formacién y estabilidad de estructuras estacionarias. Suponemos
que los campos de activacidn e inhibicién estén sujetos a diferentes condiciones de contorno (pero simétricas

para cada uno de los campos por separado).

In the piccewise-linear version of the activator-inhibitor system known as FitzHugh Nagumo model we study
— for a system restricted to a finite one — dimensional interval the effects on stationary pattern formation of
imposing patially rellecting or albedo boundary conditions. The activator and inhibitor fields are assumed to
“see” different albedo conditions. A varicty of transitions in behavior can be observed as the plane of the
corresponding albedo parameters is swept. The stability of the different patterns that arise is under study.

L. INTRODUCCION

Un tema central en la fisica de los sistemas
complejos es la formacidn, estabilidad y propaga-
cién de estructuras disipativas. Un tipo de sistemas
en los que cstos fendmenos pueden ser estudiados
con relativa facilidad son los denominados reaccidn
difusién (RD). Un ejemplo tipico entre otros, como
ser los relojes quimicos y la actividad organizada en
el tejido cardiaco', es la propagacién de sefiales
nerviosas en un axon.

En una fibra nerviosa existen diferentes con-
centraciones de Na* y K* dentro y fuera de la mis-
ma. Este salto de concentraciones confiere una dife-
rencia de potencial permanente (potencial de repo-
so) en la fibra respecto de su regién externa y las
seiiales nerviosas se transmiten mediante potencia-
les de accién o pulsos de potencial. Las etapas del
potencial de accién son:
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a) Etapa de reposo.

b) Despolarizacién (Aumento rapido del poten-
cial por ingreso de Na* al interior de la fibra)

¢) Repolarizacién (Salida del interior de la fibra
de K* hasta restablecer el potencial de reposo).

Los flujos hacia adentro de Na* y K* hacia
afuera, se pueden relacionar con la conductancia de

la membrana para estos iones. Inicialmente la con-

ductancia del Na*es unas 100 veces mayor que la
del K*. Al comenzar el potencial de accién, la con-
ductancia del Nat* sobrepasa un valor umbral (lo
cual permite que el pulso evolucione) y crece unas
5000 veces de su valor criginal en la etapa de ac-
tivacién. Paralelamente y con un pequefio retraso se
produce la activacién del paso de K* hacia el exte-
rior de la fibra lo que produce la inactivacién del
paso de Na*. Finalmente ambas conductancias lle-
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. Los términos de reaccién F(U,W) y G(U,W)

son tales que sus nulclinas (lugar geométrico de los

ceros de los términos de reaccién en el plano (U,W)

son tipicamente una cibica general y una linea con-
vexa respectivamente, que pueden ser aproximadas
por una poligonal y una recta dando lugar al modelo

de FitzHugh-Nagumo lineal por partes (Fig. 1). En. .

el caso estacionario(U, =W, =0), y homogéneos
(U, =W,, =0) la intersecci6n no trivial mas exter-
na (asf como la trivial U = W = 0) corresponde a
situaciones estables.

IL. EL MODELO Y SU ANALISIS

Este modelo puede ser escrito (luego de apro-

piados reescaleos de las variables espacio-tempora-

les, campos y constantes de acoplamiento en la for-
ma: : ' '

U, =D,U, —U+aW +¥U-U,),

W, =D W, +bU—cW @

Cuando el valor de U estd por encima del um-

bral U, se dice que el sistema estd activado, (régi-
~men disipativo o reactivo).

Buscamos soluciones estacionarias inhomo-

géneas cuando cada componente en el sistema estd

sujeto a diferentes condiciones' de contorno de

albedo, (pero simétricas para cada componente por-

separado), definidas como:

=—ky U(xy)

UX

-x, = ky UG=x1),

3
=—ky W(x.) ©)

e, =hky W(=xp),

(el caso “simétrico” k,=k, ya ha sido estudiado)’.

Los pardmetros de albedo k,, k_ pueden tomar cual-
quier valor entre —eo y +oo. El valor cero corres-
ponde al limite de Neumann, o c.c. totalmente re-
4 flexiva, y civvalor oo corresponde al limite de Dirich-

let, o c.c. totalmente absortiva). Los resultados pue- -
den resumirse en un gréfico similar a un diagrama

de.fases (Fig. 2): las regiones exploradas’ en este
diagrama corresponden a su marco (este trabajo) y
su diagonal principal®.

La linealidad por partes nos permite resolver

analiticamente el problema en dos regiones diferen-
tes: una activada confinada.en la regién central
—XC <x<x, (0< ixc[ < x,) Y una desactivada (las
dos laterales). Los requerimientos de diferencia-bilidad
en Ix|= X, , junto con las mencionadas condiciones de
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.Fig. 1: Formas tipicas de las nulclinas de“F( U, W)y GIUW) y

sus aproximaciones lineales por partes. Las intersecciones son
estados estacionarios homogéneos: ® estables, x inestables.
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Fig. 2: Cuadrante positivo en el plano(ky ,ky). N. Dy A
denotan condlczoncs de Neumann, Dirichlet y Albedo respectz-
vamente..
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Fig. 3: Formas tipicas de los campos de activacion e inhibic:bn;
en el caso D-A ( Fig. 4b). Los valores de los pardmetrosi ison
X, =3, ky =4, Us=0,25. Si lo aprendido en el éa.ro
simétrico se aphca, las soluciones dibujadas en linea gruesa

deberian ser las estables, y las de trazo fino serdn inestables.

"ROSARIO, 1993 - 102




109 4

Y'
0.0 —
: 4 \\ 4
9 G
] — %
] 3
0,40 -
| 2 ‘ 2
URLE
] 1 —— {
"eo - 1.4 ’ 1.4
- 0,20
]

RITE S v v ;
-~ 1500 ..n'v,(m - 5.00 0.t SH.80 oo l!'r.:"!

(XTI

.40 =

0,20 - ?
Y | R S

i

-
=

Q.00 / + T v
~ 8t - 1.()() 0.4 4.0 nuo 12.40)

3
{

Fig. 4: Margen laterales del plano (k, , ky, ) dependencia de x,. en ky, en el rango —10 < k;; < 10, para x;, = 3; a) margen
izquierdo (N-A): U, = 0,2 (curva 1), 0,357 (curva 2), 0,4 (curva 3), 0,45 (curva 4) y 0,36 (curva 5).

contorno y la condicién adicional U(x,)=U,, de-
terminan la solucién global. Formas tipicas de esas
soluciones se muestran en la Fig. 3. Las estructuras
resultan simétricas como consecuencia de la sime-
tria en las c.c. aplicadas a cada uno de las campos
por separado. Las estructuras graficadas correspon-
den a un caso en que para un valor dado de k exis-
ten més de un x, admisible (Fig. 4-b). El compor-
tamiento general para este caso es que las estructu-
ras de x, mayor son las que poseen una gran zona
activada (mayor reaccién) y son las estructuras que se
esperan que sean estables. La condicién U(x,)="U.,
es una ecuacién trascendente que debe ser resuelta
numéricamente como funcién de k, y de k,. La
dependencia de x, en uno de dichos pardmetros cuan-
do el otro toma un valor limite (0 6 o) puede ser
apreciada en las Figs. 4 a 6.

En las Figs. 4-a y b muestran el comporta-
miento de x, vs k para distintos valores de U, en
el caso en que las condiciones de contorno aplica-
das sean (N-A) o (D-A), y la variacién de U, ori-
gina un comportamiento cualitativo distinto en la
forma de las curvas. Puede observarse que para un
valor dado de k existen dos soluciones posibles,
asociados a los dos posibles valores de x,.. En ambos
casos las ramas superiores se asocian con zonas
activadas grandes del campo activador.

Resulta de interés destacar que al variar el
umbral de exitabildad, algunas estructuras dejan de
existir( k=0 solo es posible para algunos valores de
U, como puede verse en la Fig. 4-b).

En las Figs. 5-a / 5-d puede verse nuevamentc
x,(k) en el caso en que las condiciones de contorno

ch’
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aplicadas sean (A-N). Nuevamente U_,, aparece
como un pardmetro cuya variacién cambia cualita-
tivamente la forma de los graficos. En los casos 5-
a, 5-b y 5-d, para grandes valores de k se obtiene
el limite Dirichlet-Neumann, como era de esperarse.
Para los valores utilizados en nuestro caso, con K~5
ya se obtiene un valor muy cercano al asintético.
Por iiltimo, en las Figs. 6-a y 6-b puede verse
el comportamiento de x, vs.k en el caso en que las
condiciones de contorno aplicadas sean (A-D). No-
tar que para valores pequefos de & solo las estruc-
turas de escasa regi6n activada son realizables.

II. DISCUSION SOBRE EL ANALISIS DE
ESTABILIDAD LINEAL

La ecuacién de evolucién para pequefas per-
turbaciones cobre las estacionarias es tal que la
correspondiente ecuacién de autovalores se factoriza
en dos subdeterminantes, cada uno de los cuales
representa los modos asociados a perturbaciones
pares e impares (un fendmeno también observado
en el caso de geometrfa infinita)’. La bisqueda de
autovalores debe ser hecha en forma numérica, y no
es una cuestion sencilla dado que no se restringe a
valores reales (la matriz correspondiente no es her-
mitica). Entre las ramas que se corresponden con las
encontradas en el caso simétrico! podemos garanti-
zar que aquellas con mayor x_ serdn estables, y las
otras inestables. El argumento pierde validez en las
transiciones que se observan en las Figs. 4 a 6. Se
espera que un cruce de ramas esté asociado a un
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Fig. 5: Margen inferior del plano (ky; ,ky, Y(A-N) dependencla de x, en k en el rango —10 < k; < 10, para x; =3; a)
U, =0,21 (curva 1), 0,22 (curva 2)y023 (curva3); b) U = 0,24 (cwva 1), 025 (curva 2)y 0,26 (curva 3); ¢) U, =027 (curva
1) 0 29 (curva 2) y 0,32 ( curva 3) (notar el cambio de escala en absctsas) d) detalle de la transicion entre (b) y (c) U =0, 24
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. . i |
) ‘ . (a) (b)
+ : o .
Xo . 100
¥, v : \ Xes,
: S | %
nan 4 ! 2 ’ 0.60 -
2 . - ¥ :
3
4
oy - :  0.00
1) ) . :> 4 - 0,1Q
/’ - .
1}
J : '
o 2 10.20 4
A 1
0.0 reas : 0.oo ; ,
=00 <0 LS00 l),; (4 5.0 e 1kon - =300 <2 ~1on G '.(‘n) ’ 'l.('}ll""'.;ji'll) i
< T : ‘ ko ° , . :
. R : !

Fzg 6: Margen superior del plano (ky; ,ky, ) (A-D): dependencia de x. en ky, en el rango -10 < k;, < 10, para x, =3; a) 7
=0,25 (curva 1), 0,3 (curva 2), 035 (curva 3) y 0,357 (curva 4); b) U, =0,375 (curva 1), 0,39 (curva 2)y 041 (curva 3) :
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(notar el cambio de coordenadas en abscisas).
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cambio de es“tabilidad (como una transicién de fa-
scs, inducida ‘aqun por las condiciones de contorno).
Indudablemente esta clase de comportamiento es

suficiente interesante como para merecer un estudio

més detallado. -
d Como comentario general, podemos ver que

los sistemas, bicomponentes del tipo activador-

mhzbtdor poseen una estructura mucho més rica que
los sistemas . monocomponentes biestables, al ser
planteados en geometria finita y con condiciones de
c¢ontorno del tipo albedo. El pardmetro de albedo y
el umbral de\ exitabilidad surgen como pardmetros
de contorno que determinan el tipo y la naturaleza
de las estructuras resultantes, siendo la estabilidad de
l]as mismas quien selecciona la solucién estacionaria.
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