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Se utiliza un modelo simple de zona pastosa para el problema de Stefan a dos fases, para determinar simul-
tdneamente coeficientes térmicos desconocidos de un material semi-infinito a través de un proceso de conduc-
ci6n del calor con cambio de fase con una sobre-condicién en el borde fijo x = 0. Se deducen férmulas para
los coeficientes desconocidos y se obtienen las condiciones necesarias y suficientes para la existencia de una

solucién,

We use a simple mushy zone model for the two-phasc Stefan problem for the simultaneous determination of
unknown coefficients of a semi-infinite material with an overspecified condition on the fixed face. We also find
formulae for the unknown coefficients and the necessary and sufficient conditions for the existence of a

solution.

I. INTRODUCCION

Se considera un material semi-infinito ( repre-
sentado por x > 0) con densidades de masa iguales
a p > 0 en ambas fases, sdlida y liquida; se supone,
sin pérdida de generalidad, que la temperatura de
cambio de fase es de 0 °C. Si el material se supone
inicialmente en estado liquido a una temperatura
constante £ > 0 y se impone una temperatura cons-
tante — D < 0 en el borde fijo x = 0, entonces
pueden distinguirse tres regiones distintas (para una
descripcién matemdtica de este modelo simple y sus
propiedades (ver Ref. 6); para el modelo a una fase
(ver Ref. 3):

— (H|) Lafase liquida, a temperatura 6, =6, (x,£)>0,
ocupa la regién x > r(t), t > 0;

- (Hz) La fase s6lida, a temperatura 0, =0 (x‘t)< 0,
ocupa la regién 0 < x < s(¢t), t> 0;

- (H3) La zona pastosa, a temperatura 0, ocupa la
region s (t) < x < r(t), t> 0. Se hacen dos suposi-
ciones en esta zona :

(a) El material cn la zona pastosa conticne una
fraccidn fija € h (con 0 < € < 1) del total de calor
latente h > 0, es decir

kO, (s(1).0) =k, (r(D)t)=hp(e 3()+
(1-¢) #(z)), t>0; (1)
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(b) La longitud de la zona pastosa es inver-
samente proporcional (con constante y > 0) al
gradiente de temperatura en el punto (s (t), f), es
decir

0, s(t)e(r()-s(0))=y, >0 )

Se supone que la temperatura § =@ (x,z) del

material estd definida por

0,(x,r)<0  siO<x<s(t), 1>0
0 (x,t)=| 0 sis(e)gx<r(e), >0 3)
0,(x,0)>0 six>r(1), t>0.

Las ecuaciones diferenciales que gobiernan el
modelo en las fases s6lida y liquida son las siguien-
tes:

alelu(x,t)=9,,(x,t), O<x<s(t), t>0 (@)

oczezu(x,t)=921 (x,0), x>r(t), t>0 (5)
dondc ¢;>0,k,>0 y oc,.=a,.2=k,./pcl.>0 son cl
calor especifico, la conductividad térmica y el coefi-
ciente de difusién para la fase i (i = 1 : fase sélida;
i =2: fase liquida) respectivamente. Las condicio-
nes en la interfase sélida-pastosa x= s () y en la
interfase pastosa-liquida x=r (t) estdn dadas por
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(1),.(2) y los réquerimientos de cgntimﬁdad de la’
temp»eratura, es decir :

K (s(t) t) (r(t) 1)=0

‘Las condiciones inicial y de __box;de estdn dadas B ‘ , '
o Sl .= Problema (P). .

por :
6,(0,t)=-D<0, t>0 '. o M
0,(x,0)=0, (+0,1)= E>0, \x>o,' >0, (8)
S(O)#r((;):zo o " ©

Se considera ademés una sobre condicién [Ca]

de flujo de calor en el borde fijo x = 0 que estd dada _

por [StTa, Ta2]

k8, (0:) f;;

t>0 pdn h(',>0“

Si por medio de una experiencia de.cambio de

fasc se pueden medir ciertas cantidades, entonces se
encontrardn férmulas para determinar simultdneamen-
te coeficientes desconocidos ( €, ¥ : pardmetros de

*la'zona pastosa; i, p, €1:Cy Kk, ,k2 coeflcxentes tér- -

micos del ‘material ):

Se probard que los dxferentes problemas para .

“obtener tales coeficientes desconocidos, desarrolla-
~ dos en la seccién siguiente, no tienen siempre una
dnica solucién. Mds aun, ella existe si y sélo si los
datos verifican algunas condiciones complementa-

rias. En este &abajo,'se generalizan resultados obte-

nidos en la Ref. 4 para el caso particular €= 1y
- ¥=0 (i.e., sin zona pastosa) y aquéllos obtenidos
en la Ref. 5 para el caso de una fase. '
.En la Seccién II se considera el modelo de
zona pastosa para el problema de Stefan a dos fases
-para determinar un coeficiente térmico desconocido
de un material semi-infinito con una sobre-condi-
cién en el borde fijo,. suponiendo desconocidas las
fronteras libres x=s5(¢)y x=r (t). Los resultados

obtenidos para los ocho posibles casos-se conside-

- ran en el Apéndice III el cual muestra las condicio-
nes necesarias y suficientes que deben verificar los
.datos para la existencia de la solucién junto a la
expresion del correspondiente coeficiente descono-
cido. Se probardn las respectivas propiedades para

determinar € (caso 3) y k, (caso 7). Las funciones

~ con sus propiedades y las restricciones que se utili-

zan en el texto y en el Apéndice III se especifican-

en los Apéndices I y II respectivamente.
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t>0. (6) .

(10) = .

e uo Ry e 08
| | f(al) Zap/_

" IL. DETERMINACION DE UN COEFICIENTE
~ TERMICO DESCONOCIDO

Temendo en cuema las hlpote51s (H ) (H3) se
- puede formular el siguiente

. Encontlar las fronteras libres x = s( t) y
; —r(t), definidas para t> O con O<s(t)<r(t)y
s( 0)=r(0)=0, la temperatura § = (x,), defini-
da por (I-3) para x>0y t>0, y uno de los ocho
cocﬂucntcs térmicos desconocidos €, v, A, p, ¢

, k, de modo tal que se satisfagan las COﬂdlClOneS
(I l), (I-2), (1-4), 1-10) siendo D> 0; E> 0 y h,>0
- datos conocidos o determinados a través de una ex-
pcr1enc1a con camblo de fase del material semi-in-
-finito L : :
La solucién de este problema estd ‘dada por

“Ef(2) B (i) v

0, (x,)=——+— { @
T g(a) i-s(e) et )

(0)=20VF . 650, - ()

r(‘t).=A20'Jw/t_ , 03>c’s,.- '(‘1)

R . t}

donde el coeflcxente o estd dado por .
w= m(o)_a, ("I) c 0.

mientras que el coef1c1ente o y el coeficiente térmi-

co desconocido se obtienen reso]vncndo el siguiente

sistema de ecuaciones :
: .

i (=)

o 2 3

(a) hpal cxp( 'ZJ pralasz( Gl ay .

i oo (6)

(b) “lf(ﬂi) "03’; - b. T : ,.-,

-

. -
Sh L e i
P

Los ocho casos posibles para_‘el)Pi'-obllema P)
se consideran en el Apéndice III el cual muestra las
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condmones necesanas y suficientes que deben ve-
rxfxcar los datos para la existencia de la solucién
junto con las expresiones del coeficiente ¢ y del
correspondxcntc coeficiente desconocido. Se obser-
va que el coeﬂcwnte  estd dado siempre por la
expresmn (5) en funcién de o y a,. Sélo se probardn
las propledades correspondientes a la determinacién
de € (case 3) y ky (case 7).

| i

" hﬁ

~ Teorema 1[ ‘

H |

} La COﬂdlClon necesaria y suficiente para que
1c:l Problema’(P), con ¢ y € desconocidos, admita
una tinica solucién de la forma (1) — (4) es que los
datos D >0, E>Q0, h,>0, el coeficiente de la zona
pastOSa ¥>0y los coef1c1entcs térmicos del mate-
rxal h, p, cwcz, ky, k, > 0 verifiquen las condicio-

R

j f l!
By Dk
{ h, >a2 - :i } Flxs) < han

|
donde X4 Y xsJ son los tinicos ceros positivos de las
funciones H4 y Hs respectivamente. En tal caso, la
_solucién estd dad_a por

< flx) 7

';‘(5:“181 8'{—,’;“/““: FZ(SI)HS(eI)’ “’=a.lW(8|) (8)

¥

giendo €; la inica solucién de la ecuacién,

| f(‘) Lh_ o ©)

‘ x)= , x>0 .

| 1 h a,w/_ ‘

- Demostracién.

] ,

§e define
g = con aq,= ‘/E 10
.}l L ’ e (10
|! j

El coeflclgnte o se obtiene de (10) y el cle-

mcnto €, es la solucidn de (9) si y sélo s1 los datos
verifican la cond1c1on

! ]

" | D, <1
. h”a,\/;t— '
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|

. de la cual se:deduce Ja expresion (8) pz&ra €.
i)

an -

De (6a)‘jse tiene que €; debe verificar la ecua-

cién’ i :
h, 1, Ek, a ./
- —_——2 dwle,) =
hpa, exp( él ) hpa,azx/;t— F'[az (‘ ))
UV e yope?). | @

EAENTY>Y *« |

li

i i
Entonces, se tienen las siguientes propiedades:
I

€<1<:>H4(€[)>0<:>H4(0+)>0 (le h >1112Ef/2_)

e <xy (ien fle)<(xa) NGE)

! L

‘i 1

donde x4 es la (nica raiz positiva de H, ( H, ¢s una

funcién decreciente para x> 0), y ademds
i
£ >O<:>H5(eli)>04:e, > X5 (i.e.,f(el)>j‘(x5)), 14)
\
donde x5 es la tnica rafz positiva de H5 De (20) y
(21) se deduce (11) pues x5 <x4.. i
' i !
— Teorema II. i
La condicién necesaria y suficiente }laara que el
Problema (P), con G y k, desconocidos, admita una
dnica solucién de la forma (1) ~ (4) es que los datos
D>0,E>Q0, h,>0, los coeficientes de la zona pas-
tosa 0<e< 1 Y> 0 y los coeficientes térmicos del
material A, p, s €9, ky > O verifiquen la’ condlcxon

i Dk,

P <flea) 0 09

v h,a

siendo x;, el Unico cero positivo de la funcxon H,
En tal caso, la solucién estd dada por :
" . ,;
’ |
() “

ke, WE, i .

— , “’=a1W(51) (16)

‘I

donde €, es la tnica solucién de ®yB es la dnica

solucién de la ecuacién |
i
1
!

o=ag,,

,} |

| |
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1 A Hy(ey)
Hl6(x)_— Ecz W(e,‘) ,

x>0 (17)

— Demostracion.
~ Elcoeficiente ¢ se obtiene como en el caso 3.
-De (6a) se deduce que g, debe verificar la ecuacién

1
T

B (2 wle)= o)

hpa,a,Vr

(18)

Il

Siv se dgfi;le

-,.1,-,")- T

gClOﬂ v

F(B) i Hyle)

*B  Ec, w(gl)

... B>0, (20)

: i
es decir (17). Teniendo en cuenta las propiedades
de la funcién Hl() se deduce que existe una unica

olucxon de (17) si y sélo si H 4 (g, y>0 siy sélo
si g, <x4 (es decir (15)), siendo x|, la unica raiz '

‘positiva de H,,. De (19) se obtiene.la expresxon del

coeficiente &, . P L i

.
i
,
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APENDICE I

Las funciones reales utilizadas estdn definidas
. " r

i

4

f(x)—erf(x) J— f ()

Ao
. - _gu

;f(x)"..
W()L)—x+ ‘/D— £ exp (+2),

H@D=x R, Hy (0= alexp( ?)-6i(0) x>0
H3.():C)=%ex?(f¥2)"p_dfiz'\/?ﬂ(%W(x):),, >0
H4(x) ol i ;(—LW(A)) x>0
As(x>g ‘/_f(mp( 2)- H@ =7
}Qg(;) Fe so - )
Ek; |

H 1-¢ ’— p—2—F(x), x>0
6(x) ( ) x hpalazs/;c_ l(» )‘

{2\ . Ek, | a N
1pal xP(—f>)‘_ix_hpala2‘\/1?F‘](.“2x_)"x>0

V-

N R L Ehk, ( oe . \)
)=y o) D o)

x>0 ' ' ‘
H“(x)_B —=x+ F(x), - Hn(x) f(x) W(x),

P
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x>0

H,,(x)= () G,(x),

o
| '_ Dk, | 2 y«/—
conB,—az\/—{ 1/; 2D

thkla%( 2

(1 e)Yw/—]

2D

a7V

ile(x) B 51—, x>0 conﬁq—

i Ek,
I Dg .\ DEcky [ hT
?iHls(l)—hJECXp( =) Im:h(,azF Dpc,a, 13(x) ’

I
x>0

*!Hm(x):\/ﬂ,x éxp(xz) (1- £(0)),

Hig(0)=1(x

i.

Hg(x), x>0

Ecy

Hip (x) = i exp(—x") - ( NCOLET RN ))

"(H'E'E) X, ; .ic>0

';HIB.(X)=GXP E(x2) [G,(x)+ Eh%z E(JS%W(X)))’

.;'c >0 hl 4
! i

’ Las propledades principales de las funciones

mencnonadas"anterxormente estdn dadas por
[
l|

f!lf(0+)=0 ii f(v+oo)=1 f’(sc)>0,_x>0
;ﬁ(O+)=1 " F(re)=to  F(2)>0, x>0
;[1:2(0+)=+°° “ VF2(+°°)V=0 Fy'(x)<0, x>0
E‘{V(O"):O .II W(+oo) =+ W(x)>0, x>0
EG1(0+)=0 !! I(;l(+°°)=+°o G, (x)>0, x>0
i |(0+)=0 ll {'11(+°°)=+°° H,(x)>0, x>0 |
%’2(0+)=Z;’"_¢,;3| "H2(+°°)=~ : H,"(x)<0, x>0
';Ha(o*)=a. Ii »;H3(:+oo)=—éo Hy'(x)<0, x>0
! t

" ,Ii
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con o, -:/-=
T

!l

Hio(0%)=aus l! HIO(+°°)=_°°

H ,(+00)=—o0
H (400} =00

H(+00)=+oo

H,y (+00)=+o0

(1 e)y«/_

2D

|
i

|
[
I
I
f

i
H,'(x)<0, x>0

i
H'(x)>0, x>0
HG'(x)>O, x>0,

i
f
i
|

H,'(x)<0, x>0
|
Hy'(x)>0, x>0,

Hy'(x}>0,x>0

i
i
1

H,,'(x)<0, x>0

o _ Bty (ha . 3
con -
57 dhpk,azk Ek2 h azJ_l ?

i !

'? “l

1 :

! o
Hy(0%)=1 | H(+e)=4e0  H,(x)>0,x>0
Hyy(0%)=+4eo!  Hip(4e0)=0 Hy, (x)<0, x>0
Hi(07)=0 | Hyjled)=hoo  Hiy(x)>0,x>0
H|4(0+)=0 I H|4(+°°)=+<>° H,4'(x>>0,x>0 '
H15(0+)=a6 | His(ro)=—e  Hys (x)<0 x>0,

;' ;j

Dc,( !

con OLg= J—L

Ek2 ]
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H16(0+)=O . H16(+oo)=1
Ho(0")=ct,  Hpp(boo)=—co  Hyy(x)<0, x50,
“con d7 =——h”——
Epa,c,
H18(0+')=0C8 H g (+00)=+oo "VIH,S’(x)>'0,'x>0,
' E k) :
. con Oy =———
hyfnk
H19(0+)= H g (4o0)=+o0 H,'(x)>0, x>0,
APENDICE Il =~ = 3

Las restricciones utilizadas en el texto son.

Ek
(R1) >—>2
‘12*/;‘— .
' Dk _. . -
(R2) P <f(x,), xy:el dnico cero positi-
" h,a, SR , -
vo de H,.
Dk] \ . . . . i IRy
(R3) ade <f(x3), x3:el dnico cero positi- -
@ o )
/o] de H3 . . T
N Dk, L
(R4) - P <f(x4), x4:el Unico cero positi- -
a | . . : P I
vo de H,. , joi ’
Dk, o B
—— >f{xs), Xxs:elunicocero positivo
(RS) — i Flxs), xselu
de Hs. o
e Dl o 3
(RG) adm <f(x;), x3:el tinico cero positi-
g I v
vode Hy: | - - » .
. + Dk 2
(RT) b, >—F ( Y‘/_

aZJ—*LJ— ‘n , M la dnica so-

lucién positiva de la ecuacién Hl ()= HlZ(X), x>0
"Dk, .

h,a, Jr

tivo de H”.

(R8) <f(x), x7:l Gnico cero posi-
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 Hig'(x)>0, x>0

APENDICE IIT-
Caso | Coeficiente  [Restric: . Solucién
desconocido | ciones i Lo i !
: kg2
1 =y (R2) | o=ak,, Q2= WZ(E ) donde &;
' ' es la tnica’ solucién positiva de la
ecuacién. _ .., - : "
(x)= ; y x>0
f hoay \/1? y B es la
tnica solucién positiva de la ecua-
cién : o .
Rk
Hy(x)= ll = Wie,)H. (gl) x>0,
. H -
2 h Rl | 6=at, h= x(5) siendo §; .
~ Gi(&)
(R3)
como en el caso 1.
. . . T :
3 € RV | o=ak E’YI‘FZ(EI)HS(gl)
(R4 siendo §,. como en el caso 1.
(R5) T
. 2D(ay.
4 ¥ RI) | O=ak ¥ == B 5(81)
(R6) sicndo &; como enclcaso I 'y Bla
¥ tinica solucién posmva de la ecua-
' cién
L h,y 0
e Ce Hﬁ(x)'__hp‘n] exp§? )- E§1 x>'_'§|
- v ! . . |
— Dk, &[ ' —_ u .
5. ¢y Ry |77 ndm 1@ a= “DBlok, f (é‘
o < -| siendo &, la.tnica solucién positiva
ol 1 de la ecuacién. ¢ e
: . : . G
ol Hy(x)=Hyy(x), x>0
/1, . nll,,
6 kl v (R1) I;le (E,,) l— 2oc (f;;)
siendo &, la dnica “solucién posmva
de la ecuacién. E +
Hi(x)=H5(x) , x>0
. . ke W (gl)
2 N A Y Y
- : siendo &, ¢omo en.cl caso 1 y B la
tinica solucién positiva de la ecua-
) cién. : €@) " L
P I __h H.ZV 3} E
CHeln) T B2 wigy) " x>0,
. ~ vy Lo i
8 . p. —_ 0=—hi'—§H (5) p= hy2el 1
T hee BITIRBU B2 H|g(§|)
- siendo &, la unica solucién positiva
) de la ccuacién. X
S H ( _ D, -0
wlx)=7=, x>0,
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