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Para un flujo helicoidal de Beltrami ( tal que vv γ=×∇ , γ=constante) en un tubo semi- infinito, con el autovalor  
γ dado como una condición de entrada, los modos de Chandrasekhar

Palabras clave: flujo helicoidal, Beltrami, principio variacional. 

-Kendall  en que este flujo puede 
descomponerse, como una function del número de Rossby, son determinados mediante las condiciones de 
contorno. Se aplica el principio variacional de Benjamin en coordenadas helicoidales en orden a discutir la 
posible bifurcación de modos.  

For an helical Beltrami flow  (such that vv γ=×∇ , γ=constant) in a semi-infinite pipe, with the eigenvalue  γ 
given as an inlet condition, the Chandrasekhar-Kendall modes in which this flow can be decomposed, as a 
function of the Rossby number, are determined by the boundary conditions. The Benjamin variational principle1  
in helical coordinates is applied in order to discuss possible mode bifurcations.  
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I. INTRODUCCIÓN 
En trabajos previos2,3 hemos considerado flujos 

rotantes pasando de un cilindro a otro de mayor radio a 
través de una expansión axisimétrica. Dado un flujo 
formado por una rotación sólida más una translación 
uniforme, aguas arriba, el flujo aguas  abajo de la 
expansión es un flujo de Beltrami en un sistema 
solidario con la roto-translación. En este trabajo 
consideramos un flujo de Beltrami en un tubo semi-
inifinito, que resulta de una etapa previa y para el cual 
su autovalor γ viene dado como una condición de 
entrada y determinado en la etapa previa. Por lo tanto el 
flujo de Beltrami puede descomponerse  en una base de 
Chandrasekhar-Kendall (Ch-K)2-6 con simetría 
helicoidal, correspondiendo a cada modo Ch-K, un 
parámetro k (que dependerá de números discretos en 
función de las condiciones de contorno) que determina 
el paso de la hélice como p=2π/k. El valor de γ viene 
determinado esencialmente por los parámetros dados 
aguas arriba por la velocidad de rotación Ω y la 
velocidad axial de traslación U como γ=2Ω/U. Tomando 
una longitud característica, en este caso en radio del 
tubo semi-infinito a, podemos colocar este parámetro 
como función del número de Rossby ϑ=U/(aΩ), es decir 
γ=2/ϑ.  

En este trabajo desarrollamos tres secciones, sobre la 
descripción previa. En la sección 2 introducimos los 
modos Ch-K con simetría helicoidal y obtenemos el 
parámetro k correspondiente a cada modo en base a la 
condición de borde que consistirá en la anulación de la 
velocidad radial sobre la pared del tubo y en función del 
número de Rossby ϑ. 

  En la sección 3 introducimos el principio 
variacional de Benjamin con simetría helicoidal1,5 y 
obtenemos los gráficos de la funcional de energía 
definida para cada modo como función del número de 
Rossby ϑ. De esta forma podemos hacer un análisis 
comparativo de la prevalencia de los modos para cada 
ϑ. 

En la sección 4 presentamos los resultados y en la 
sección 5 las conclusiones.  

 

II. ANÁLISIS DE LOS MODOS DE 
CHANDRASEKHAR-KENDALL 

Como fue discutido en la introducción, 
consideramos un flujo de Beltami del tipo vv γ=×∇  en 
un tubo semi-infinito, desde un sistema de referencia 
trasladándose con velocidad U y girando con velocidad 
Ω  constantes, de tal forma que el autovalor γ venga 
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determinado a la entrada y sea Ω= /2Uγ . 
Introduciendo las funciones de corriente y de vorticidad 
ψ (r,φ), χ (r,φ), φ = θ -kz, siendo 2π/k el paso de la 
hélice, es possible definir el campo de velocidades con 
simetía helicoidal de la siguiente forma: 
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Para un flujo de Beltrami se verifica que χ=γψ 1,5,6  y 
constituye una solución estacionaria de la ecuación de 
Euler en el sistema roto-traslatorio considerado 
previamente2,3,5,6. Finalmente este flujo puede ser 
desarrollado en una base de Chandrasekhar-Kendall2-6: 
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La condición de contorno en la pared del tubo es: 
 

.0(a)vr =                                                               (3)     
 
De aquí surgen infinitos modos para cada m a los 

que corresponderán parámetros kmn, con m,n naturales. 
 
 

III. PRINCIPIO DE ENERGÍA PARA LOS MODOS 
Ch-K 

 
El flujo de Beltrami visto desde el sistema roto-

traslatorio responde a una forma particular de la 
ecuación de Bragg-Harthone5,6,7:  
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                                                                                     (4) 
 
Esta ecuación, para cada modo, puede ser obtenida 

anulando la derivada variacional de la siguiente 
expresión:  
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donde ψmn son los modos obtenidos al aplicar la 

condición de borde dada por la ec. 3 en base a las 
ecuaciones ec. 1a y ecs. (2a-2c), y que, como soluciones 
de la ec. 4, expresan un mínimo de la funcional1. 
Expresión que, adimensionalizada e integrada con 
respecto a la variable angular cobra la forma: 
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donde γ=2/ϑ. 
 
Por otro lado la funcional para el caso axisimétrico 

es: 
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 A partir de las ecs. (6,7) podemos repesentar las 

funcionales en función del número de Rossby y 
determinar los modos que prevalecen, que serán 
aquellos que alcancen el menor valor para un ϑ dado.   

 

IV. RESULTADOS 
 
Los resultados obtenidos se presentan en los 

siguientes gráficos. 
 

 
        Figura 1.Parámetro k de la hélice como function del 
número de Rossby, correspondientes a los modos m=1, m=2 y 
m=3. Para cada m representado por un color, los numeros n 
crecen hacia la izquierda en forma monótona. 

 

  En la figura 1 vemos que el parámetro k crece a 
partir de k=0 y se deriva del modo axisimétrico. Para 
cada modo m, los sub-modos n tienden a agruparse entre 
sí asintóticamente a medida que ϑ decrece, 
observándose entonces, una clara diferenciación entre 
modos m. 

En la figura 2 se representa la funcional de energía 
para los modos m=0,1,2,3,  y los submodos n=1,2,3,4,5. 
La relación entre los modos m=0,1,2 se observa en la 
figura 3. Se ve que para m=1 (azul) a partir del n=2, 
cada sub-modo nace en un cero del modo m=0 (rojo). Y 
a su vez para m=2 (verde) a partir de n=3, cada sub-
modo nace un cero de m=0 (rojo) y se va 
correspondiendo con los ϑ de los picos de los sub-
modos de m=1 (azul). El mismo tipo de relación se da   

      

 

Figura 2.Funcional de energía dividida por el cuadrado de su 
amplitud, de los modos, m=0, m=1, m=2 y m=3. Sobre el eje 
ϑ, para cada m, los numeros  n, correspondientes a los 
submodos,  crecen hacia la izquierda en forma monótona.  

 

 
Figura 3. Funcional de energía dividida por el cuadrado de 
su amplitud, de los modos, m=0, m=1, m=2. Los submodos 
indicados por n se ordenan como se señala en las figuras 
previas. 
 

 
 
Figura 4. Funcional de energía dividida por el cuadrado de 
su amplitud, de los modos, m=0, m=2, m=3. Los submodos 
indicados por n se ordenan como se señala en las figuras 
previas. 

 

 
 
Figura 5. Funcional de energía dividida por el cuadrado de 
su amplitud, de los modos, m=1, m=2, m=3. Los submodos 
indicados por n se ordenan como se señala en las figuras 
previas. 

 
entre los modos m=0,2,3 a partir de los sub-modos 

n=3. Cada sub-modo de m=3 (púrpura) nace en un cero 
de m=0 (rojo) y se va correspondiendo con el pico de 
m=2 (verde) lo que sugiere una relación fractal entre los 
sub-modos de modos sucesivos (figura 4). 

Finalmente en la figura 5 se observa la relación entre 
las funcionales de energía de cada modo en funcion de 
ϑ. El modo m=1 (azul) es el que decrece más 
rápidamente cuando ϑ decrece resultando el modo 
predominante. Cuando ϑ decrece, los sub-modos del 
modo m=1 se entrecruzan de forma que la funcional va 
tomando valores más bajos a medida que n crece, 
convirtiéndose así en el modo prevaleciente. Lo mismo 
ocurre con los sub-modos de m=2 (verde) y m=3 
(púrpura). 

Se observa que los intervalos de ϑ correspondientes 
a los sub-modos de los distintos modos m, son de 
longitud decreciente con m. 
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V. CONCLUSIONES 
 
1- Para cada modo m≥1, hay infinitos sub-modos 

n a los que corresponden parámetros de hélice 
kmn que dependen de ϑ (Fig 1).  
 

2- A medida que ϑ decrece  para un modo dado 
m, los sub-modos n aparecen cuando kmn 
(ϑmn)=0 y corresponden a una bifurcación del 
modo axisimétrico (Fig 1). 

 
 

3- En relación con los modos m, sus primeros sub-
modos n=1, aparecen en una relación 
decreciente con ϑ es decir si m aumenta, el 
correspondiente ϑm1 para el cual  km1 (ϑm1 )=0    
disminuye. El primer modo en emerger es 
m=1, n=1,  para  ϑ11 =0.52. Es decir que no 
hay una bifurcación de modos para  ϑ mayores 
en esta configuración. 
 

4- En relación con los sub-modos para cada  m≥1, 
estos emergen de tal forma que los ϑmn para 
los cuales kmn (ϑmn )=0   forman una suceción 
con ϑm(n+1) < ϑmn .   

 
5- Los intervalos entre sub-modos sucesivos para 

un modo dado m, son de longitud decreciente 
con m, es decir:  ϑ(m+1)n - ϑ(m+1)(n+1) <. ϑmn - 
ϑm(n+1) 

 
6- Para cada modo m≥1 los sub-modos kmn (ϑ) se 

agrupan de una forma asintótica para ϑ→0. 
Este agrupamiento sigue un orden decreciente 
de m con respect a ϑ, es decir a medida que ϑ 
decrece, aparece primero el grupo 
correspondiente a m=1, luego el de m=2 y así 
sucesivamente (Fig. 1). 

 
7- La comparación de la funcional de energía de 

los modos se posibilita en la Fig. 2.  En la Fig. 
3 se observan los mínimos de la funcional en 
función de ϑ para los modos m=1 ,2, y en la 
Fig. 4 para los modos 2,3. En la Fig. 3 vemos 
que cuando ϑ decrece los valores ϑ2n para los 
cuales k2n (ϑ2n )=0  tienden a coincidir con los 
valores de ϑ correspondientes a los picos de 
los sub-modos m=1, a partir de n=2. Lo 
mismo ocurre para la relación entre los modos 
m=2 ,3, a partir de n=3, Fig. 4. Estas 
relaciones sugieren una relación de 
autosimilaridad entre los modos m sucesivos. 
 

8- Para cada m la funcional de energía de los sub-
modos siguen un esquema de bifurcaciones 
como el mostrado en la Fig. 5, donde se 
observa que los sub-modos sucesivos  

n=1,2,..prevalecen en el flujo a medida que ϑ 
decrece. 
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