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MEDICIONES CUANTICAS SIN COLAPSO DE LA FUNCION DE ONDA

QUANTUM MEASUREMENTS WITHOUT WAVE FUNCTION
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Mostramos que incluyendo en la descripcion cuantica tanto al sistema como a los aparatos y haciendo uso de las
formulas de la probabilidad condicional, es posible definir un operador estadistico efectivo del sistema, que
depende del resultado de una primera medicién, y que caracteriza la distribucion de probabilidad para toda
medicion posterior sobre el sistema. Este operador estadistico efectivo representa el estado del sistema posterior a
la medicién, y solo en casos muy especiales coincide con el que resulta del postulado del colapso.
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We show that including both the system and the apparatus in the quantum description of the measurement
process, and using the concept of conditional probabilities, it is possible to define an statistical operator
depending on the result of a first measurement, which give the probability distribution for all possible
consecutive measurements. This effective statistical operator, representing the state of the system after the first
measurement, is not the same that would be obtained by using the postulate of collapse of the wave function
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I. INTRODUCCION

En la interpretacion de Copenhague hay una escala
microscépica que es descripta por la teoria cuantica, y
una escala macroscopica o de laboratorio que debe
describirse con una teoria clésica.

En esta interpretacion el postulado de colapso de la
funcién de onda describe como es afectado el sistema
por el proceso de medicion. Para un estado del sistema
representado por el vector |#), en el que se mide el

valor g del observable representado por el operador Q,
se postula entonces que el vector de estado experimenta
una transformacién no unitaria en la que colapsa en el
autovector de Q con autovalor g

| ¢> medicion del valor q | q>7 (\3 | q> — q | q>

Es von Neumann ® quien aborda el proceso de
medicién describiendo al sistema S y al aparato A desde
la teoria cuantica. El estado del sistema total SA se
representa en el espacio de Hilbert H,®H, vy
evoluciona con la ecuacién de Schrodinger. EI caso mas
simple es el de la medicion ideal, caracterizado por la
transformacion unitaria.

|4 1a)——2 (ald)|a)la,), M)

donde |a,) es el estado inicial del aparato, y los |a,)

son estados del aparato que se correlacionan con los
estados | ) del sistema.

* Autor a quién debe dirigirse la correspondencia.
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El segundo término involucra una combinacion lineal
de estados macroscépicamente distinguibles del aparato.
Para quienes interpretan que esto representa un aparato
con su cursor simultdneamente en distintas posiciones
este resultado es problematico, y requeriran de algln
mecanismo fisico adicional que seleccione sélo uno de
los sumandos @2,

En este trabajo nosotros consideraremos al estado del
sistema como una distribucién de probabilidades, y al
vector de estado como una herramienta matematica que
permite calcularlas usando la regla de Born * % 9.
Desde esta perspectiva analizaremos el vector de estado
que resulta de una descripcion cuéntica del proceso de
medicion.

Il. MEDICIONES IDEALES Y DEDUCCION DEL
COLAPSO.

La medicidn ideal del observable Q es una interaccion
entre el sistema S y el aparato A que se representa con la
transformacion unitaria dada en la ecuacion (1), en el
espacio H, ®H , .

La medicion ideal de otro observable R requiere otro
aparato B, y se representa con una transformacion en el
espacio Hy ® Hy:

|4) b)) —— D (r [ ]b,), 0]
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donde |r) es autovector de R con autovalor , y by,
|b,) son estados del aparato B antes y después de la
medicion.

Las mediciones consecutivas de los observables Q y R
se representan con transformaciones consecutivas en el
espacio de Hilbert del sistema S y los dos aparatos Ay B
(H=H;®H,®H;):

|\Pinicia|> :l ¢>|a0>|bo> :Z<Q|¢>|q> | ao>|b0>
q
>l a)|a) by =D "> (algxriay|r)a,)|by)
q q r
= > (algxriay|rylag) b,y = W)
q r

Las proposiciones que involucran registros de los dos
aparatos tienen la estructura de un reticulado
distributivo y ortocomplementado , propios de la
I6gica clasica, ya que ambos aparatos se representan en
espacios de Hilbert diferentes. Para estas proposiciones
valen las expresiones de la teoria de probabilidades
usual, y en particular las referidas a las probabilidades
condicionales.
La probabilidad de que el segundo aparato mida el valor
r de R, condicionada a que el primer aparato haya
medido el valor q de Q, se puede obtener entonces en la
siguiente forma:
Pr(b, na,)

Pr(a,)

_ Wi 105120 X30 D100 ] W) oy
(Y it 1 [1s®] agxa, | @I T| Y e )

=(alrxriay=Trp,I1,],
donde ﬁr =[r)r| es el proyector asociado a la
proposicién R=r, y /3q =qg)q| es un operador

Pr(d, |a,) =

estadistico efectivo, que corresponde al estado puro

la).

Destaquemos que el primer término de la expresion
anterior refiere al calculo de probabilidades de valores
en los aparatos A y B, que aqui han sido considerados
como sistemas cuanticos, pero en el dltimo término de
la misma expresion esta probabilidad ha sido escrita sin
involucrar vectores ni operadores de los espacios de
Hilbert Ha o} Hg.

Si se mantiene el primer aparato (el que mide Q), pero
se cambia el segundo aparato por otro que mida un

observable R’, se obtendra Pr(br’|aq)=Tr[,5q1:[’r],

donde ahora f[’, = r'Xr'| es el proyector sobre el

autovector con autovalor r’ del observable R’.
Es claro que el operador estadistico efectivo p, =/ g)(q|

caracteriza al estado del sistema después de la primer
medicién en que se obtuvo g, ya que puede ser usado
para calcular las probabilidades de cualquier observable
del sistema, con posterioridad a la deteccion del valor
definido q del observable Q. El efecto de la primera
medicion sobre el sistema es entonces la transformacion
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|#) —|q), idéntica a la que se obtendria con el
postulado del colapso.

I1l. MEDICIONES NO IDEALES.

En este caso el sistema es modificado por el proceso de
medicion, adn cuando comience estando en un
autoestado del observable a medir.

Los procesos de medicion sobre los autovectores | q) de

(5 y |r) de R se describen con las transformaciones
unitarias:

[ o) [ag) =l mg) lag), [ 10) =>vo)Ibp),
donde | x,) y |v,) difieren de los correspondientes
estados iniciales |@) y | r).

Las dos mediciones consecutivas se
entonces con la transformacion:

| Whiciar? =1 #) 1 @0) | 05)
DI AV AITSIERIL DI PR
q r

y la probabilidad de que el segundo aparato mida el
valor r de R, condicionada a que el primer aparato haya
medido el valor g de Q, resulta ahora:
Pr(b, na,)
Prib, |a,)=———=
Pr(a,)

=Trl(l g X g DATXr DI=Tr[IL, 1.
Vemos que en este caso el operador estadistico efectivo
para calcular las probabilidades de cualquier observable
del sistema, con posterioridad a la deteccion del valor
definido q del observable Q, es p; =| 1, ), | - El efecto
de la primera medicion sobre el sistema es entonces la
transformacion | ¢) —| 4,), que no coincide con el

resultado del postulado de colapso.

representan

IV. MEDICION GENERALIZADA.

El proceso méas general de medicién se presenta por
definicion ) con una coleccién de operadores de

medicion {I\7Im} en el espacio de Hilbert Hg del
sistema, tales que ZmM;Mm =1. La probabilidad de

obtener el resultado m es p(m)={(4| I\7I,;I\7Im @),y el

cambio en el sistema se representa con la
transformacion:

| —{ ko 1M04, |¢>j_lh7lm 9.

Pueden deducirse las propiedades de una medicién
generalizada a partir de la interaccion entre el sistema S
y el aparato A, representada por una transformacion
unitaria U en H =H,®H,. Designando con |m) al
estado del aparato correspondientes al resultado m, los
operadores de medicion quedan definidos por la
expresion:
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| Wiicial) = ¢)|0) >
| W) =U () 10) =D mXm (1 ¢)]0)

=S (M 14) | m)).

La probabilidad de registrar m se deduce entonces de la
formula de Born:

PH(M) = (P | (s ® | MYM ) [ gt
=($IM;M,, | $)

Si dos aparatos, con operadores de medicion {I\7I Y

{N,, }, son usados en forma consecutiva, se obtiene:

| ‘Piniciau) :| ¢> | 0A> | 03)

_)ZZ(NmBMmA | ¢>) | mA> |mB> =| lPfinal>

mg My
La probabilidad de que el aparato B mida mg
condicionada a que el aparato A haya registrado mp
resulta:
Pr(mg Am,)
Pr(m,)

(P [ (@M, [© M XM ) [P
(Phinar [ (s @ muXm, [®15) [ W)

= <¢efectivo | Nr;B NmB | ¢efectivo>l
donde el estado puro efectivo es

) = (JBIM 5 M, |¢>lemA 9.

Este estado efectivo es el que prepara la primera
medicion. Vemos aqui también que los operadores de
medicion, la probabilidad del resultado obtenido y la
transformacion del estado del sistema se deducen de la
transformacion unitaria para el sistema y el aparato

Pr(mB | mA) =

V. CONCLUSIONES.

En este trabajo hemos considerado el vector de estado
como un objeto matematico que sirve para calcular
probabilidades con la regla de Born.

Sistema y aparatos de medicion fueron descriptos desde
la teoria cuéntica, y el proceso de medicion fue
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representado por un operador unitario que corresponde
a la solucidn de la ecuacion de Scrédinger.

De esta forma hemos logrado una descripcion
satisfactoria del proceso de medicion, en la que no es
necesario postular mecanismos fisicos adicionales como
el colapso.

Considerando dos mediciones consecutivas sobre el
sistema, la distribucion de probabilidades de los
posibles resultados de la segunda medicion
condicionales a un resultado determinado de la primera
medicion, puede calcularse con la formula usual de las
probabilidades condicionales.

En todos los casos analizados ha sido posible deducir
cual es el estado efectivo del sistema posterior a la
primera medicién. El resultado obtenido coincide con el
del postulado de colapso solamente para las mediciones
ideales, pero no asi para las mediciones no ideales o
para las generalizadas.

En definitiva hemos mostrado las limitaciones del
postulado de colapso y la utilidad de considerar a los
aparatos dentro del formalismo de la mecénica cuantica,
para una mejor comprensién del proceso de medicion
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