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De acuerdo con la inierpretacion usual, las fuentes de los campos clectrostiticos (magnetostiticos) son las
densidades de carga (dcnsidades de corricnte). Sc muestra antc todo que ésta no ¢s mds que una de las posibles
interpretaciones: las fucntes del campo pueden scr consideradas también como menos ¢l gradiente de la densidad
de carga (rotor de la densidad de corriente). Sc prueba a continuacién que en situaciones dependientes del tiempo,
las expresiones de los campos rctardados son consistentes con esta intcrpretacién alternativ 4, mientras que son

incomgatibles ccn Ja interpretacion usual.

INTRODUCCION

Estamos acostumbrados a la nocion guc los
campos electrostiticos son producidos por cargas
puntuales:

e, (r-r€

E () = (l)

1
4neozi: br-n P

En formulacién de continuo, las cargas in-
dividuales son reemplazadas por una densidad de
carga p, lo quc lleva a la expresién usuval
para ¢l campo:

= 1 p(r')(r'r,) ' (2
E® 41:80'[ sorp V@

Como cada elemento de volumen del espacio en ¢l
que p es diferente de ccro contribuye al valor del
campo, concluimos que 1a densidad de carga es la
fuente del campo electrostético.

Sin embargo, 1a ecuacién 2 puede ser transfor-

mada, como se muestra en ¢l Apéndice 1, a una

forma muy diferente:
1
4TeE, I

La transformacién es puramentc matemdtica, de
forma que los campos calculados con las ec 2y 3
son idénticos para toda distribucion dc carga.

- grad[ P (r’) dV, 3)

E®= ir-¢ P

* Investigador del CONICET

5 - ANALES AFA Vol. 3

Sin embargo, la fucntc del campo clectrostdtico

en la cc 3 aparcce ahora como el gradicnte de la

densidad de carga cambiado dc signo: - grad p cn
vez de p.

;Es csic un rcsultado matcmdtico sin sig-
nificado fisico? Parccerfa que no. Expresa que una
densidad de carga uniforme no puede producir
campo alguno, simplemcnte porque no puede es-
pecificar ninguna direccion para el mismo. Para
poder determinar una direccién es imprescindible
que la densidad dc carga varfe de un punto a otro,
0 que cxista una frontera.

La ecuacién 2 ha sido escrita como extension
dc la expresion para ¢l campo de una carga pun-
tual. La densidad de carga correspondiente puede
ser caracterizada ya sea por su valor:

p)=cd @ -r) @)

0 por su gradiente:
Y -r (5
grad/ p (/) =-¢e &' (¢ -r) -.-—-—i( )

b -r |

La ccuacién 2 estd escrita en términos de la pri-
mera, mientras que la 3 cst4 basada en la segunda.
Se vc de inmediato que la ec 2 combinada con la
4 es idéntica a 1a 3 combinada con la 5.

Una situaci6én an4loga se presenta con €l campo
magnctostdtico correspondiente a una densidad de
corrientc J:

=uo J(l")X(l‘“l/) ! (6)
BO = = Y
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De acuerdo con esta cxpresion,-la fucnte del cam-
po magnetostético es la densidad de corriente. Sin
embargo, la ec. 6 puede ser transformada, como sc
muestra en el Apéndice 2, a la forma:

(7

B (=t [ RIE gy
4nd |Ir-PP

La fuente del campo magnetostédtico aparece como

el rotor de la densidad de corriente, y no la densi-

dad de corrientc misma.

Este resultado expresa que una densidad de
corriente uniforme no puede producir campo mag-
netostatico, ya que s6lo especifica los planos que
deben contener las lineas de campo, pero no deter-
mina direccién alguna para esta lineas. Tal especi-
ficacién requiere la existencia de una frontera o de
otra variacién espacial de la densidad de corriente.

- En 1a secci6n siguiente se va a mostrar que las
interpretaciones alternativas presentadas no sélo
son equivalentes a las usuales, sino que parecen
ser preferibles a las mismas.

CAMPOS RETARDADOS

Mientras se consideren solamente problemas
estdaticos, no parece existir fundamento alguno
para preferir las ecuaciones 2,6 sobre las 3,7 o
viceversa. Para mostrar una ventaja eventual de
una interpretacion sobre la otra, €s necesario ana-
lizar situaciones dependientes del tiempo.

Consideremos por ejemplo el campo de una
esfera uniformemente cargada. De acuerdo con la
ec.2, dicho campo se calcula mediante una integral
sobre todo el volumen de la esfera. Por el con-
trario, de acuerdo con la ec 3, solamente la super-
ficie de la esfera contribuye al valor del campo. Si
la esfera comienza a moverse, o a deformarse, el
campo también comenzard a cambiar. Dicho cam-
bio ocurrird en un tiempo posterior determinado
por la velocidad de 1a luz y por la distancia entre
cada elemento de 1a fuente del campo y el punto
de obsevacion. Como las distancias a los elemen-
tos de volumen son diferentes que a los elementos
de superficie, la evolucién temporal del campo
deberfa determinar si sus fuentes son la densidad
de carga o menos el gradiente de dicha densidad.

Consideraremos primero el problema magnéti-
co, porque resulta ser mas simple que el eléctrico.
Las ecuaciones de Maxwell junto con la condicién
de Lorentz:
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dU

dt

div A = - i, €, 8)

llevan a la ccuacién general para el potencial vec-
torial:

ra
dt

VA -1, & = -, J ®

Su solucién es el bien conocido potencial retar-
dado:

A(rt) = dv (10)
=0 4nd |r-rI
en la que:
t=t-lr-"Yl/c an

Esta expresién muestra claramente que la densi-

-dad de corriente puede ser considerada como fuen-

te del potencial vectorial magnético: el valor de
este potencial s¢ obtiene mediante una integral en
la que J es evaluado en cada elemento de volumen
a un tiempo anterior determinado por la distancia
de dicho elemento al punto de observacion.

El campo magnético puede ser calculado como
el rotor del potencial vectorial. El resultado, dedu-
cido en el Apéndice 3, es:

M () x(@r-Y) _
B(r,t)-4nf s dv’

VI

W f r-"x3IE 9/t
4 Ir-r B

12)

Si esta expresi6n no tuviera mis que el primer
sumando, su interpretacién serfa inmediata: la
fuente del campo magnético es la densidad de
corriente, ya que en la integral J es evaluado en
cada elemento de volumen a un tiempo anterior,
determinado por la distancia del elemento al punto
de observacion. La presencia del segundo suman-
do hace que esta interpretacion no sea aceptable.
En lugar de transformar la ec 12, tratando de
expresar el integrando en términos de alguna fun-
cién de la densidad de corriente que sea evaluada
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en el tiempo T, vamos a volver a las ecuaciones de
Maxwell. Tomando el rotor en ambos miembros
de la ecuacién de Ampére, y combinando el resul-
tado con la ccuacién de Faraday, se obtiene la
expresion siguiente para el campo magnético:

3B
dt?

(13)

VZB—}LOE = - U, rot J

En el caso estdtico, cste resultado ticne la misma
forma que la ecuacién de Poisson, de forma que la
ec 7 se deduce sin ningln célculo suplementario.
En situaciones dependientes del tiempo, 1a ec 13
tiene la misma forma que la expresién 9 para el
potencial vectorial. En consecuencia, su solucién
debe tener también la misma forma:

u'() mt, J (IJ,T) dv/ (14)

B (rp) = T

fr-¢ 1

Contrariamente a la ec 12, esta expresion mues-
tra claramente que la fuente del campo magnético
puede ser interpretada como el rotor de la densi-
dad de corriente: el valor del rotor de J se debe
evaluar en cada elemento de volumen en un tiem-
po anterior.

Las expresiones para el campo eléctrico se ob-
tienen en forma andloga. La ecuacion general para
el potencial escalar es:

V2U -, gy — =

cuya solucion es el potencial retardado:

B (r, 1) = f P T) (v ae

I r-
Esta expresion muestra claramente que la densidad
de carga puede ser considerada como fuente del
potencial escalar.

El campo eléctrico se puede calcular ahora
como menos el gradiente del potencial escalar
menos la derivada respecto del tiempo del poten-
cial vectorial. El resultado, deducido cn el Apéndi-
ce 4, es:
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(IJ’T) (l' -rl) dvl +

1 P
E(mt =
0 47t80f

fr-¢ P
1 op (., v (r-r) /-
+4neo-[ dt |.--,-/|zdv
K J‘a.](r’, 1) dav’
at lr -+ a7

Al igual que en el caso magnético, la presencia
del segundo sumando hace que no sea posible
interpretar a la densidad de carga como fuente del
campo eléctrico. El tercer sumando muestra ade-
més que este campo depende también de 1a densi-
dad de corriente, excepto en el caso estéitico.

Para determinar las fuentes del campo eléctrico,
tomamos el rotor en ambos miembros de la ecua-
cién de Faraday. Combinando el resultado con la
ecuacion de Ampére se obtiene la siguiente ex-
presion para ¢l campo cléctrico:

O E _
dt?

= grad p / €, +uog"

VE -y, g,

(18)

En el caso estético, cste resultado tiene la misma
forma que la ecuacién de Poisson, de forma que la
ec 3 se deduce sin ningin célculo suplementario.
En situaciones dependientes del ticmpo, la ec 18
tiene la misma forma que la expresién 9 para el
potencial vectorial. En consecuencia, su solucién
debe tener también la misma forma:

|
E (rt) -41t£0'
J- —grad’p (l‘,, 1) U, 0J (l‘l, /0t av’
] ir-r | (19)

Vemos asf que las fuentes del campo electrostatico
pueden ser consideradas como menos el gradiente
de 1a densidad de carga. En situaciones dependien-
tes del tiempo, el campo eléctrico depende ademads
de la derivada temporal de la densidad de co-
rriente.
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CONCLUSION

Se ha mostrado que la interpretacién usual que
Ia densidad de carga (densidad de corriente) es la
fuente- de los campos electrostéticos (magnetos-
taticos) no es consistente cuando se consideran
situaciones dcpendientes del tiempo. Esta incon-
sistencia desaparece si se considera que las fuentes
de estos campos son menos el gradiente de la den-
sidad de carga y el rotor de la densidad de co-
rriente, respectivamente.

Las ecuaciones 10 y 16 para los potenciales,
junto con las 14 y 19 para los campos, forman un
conjunto de cuatro expresiones que tienen todas
exactamene la misma forma. SOlo cambian las
fuentes: '

p para el potencial escalar,
J para el potencial vectorial,
rot J para el campo magnético,

-grad p-li, € d J /@t  para el campo eléctrico.
Esta uniformidad entre las cuatro expresiones no
existe en la interpretacién usual.

Otra propiedad de esta interpretacién alternativa
es que el potencial escalar tiene una fuente escalar,
mientras que tanto el potencial vectorial como los
dos campos tienen fuentes vectoriales. Esta co-
mrespondencia también se da en la interpretacién
usual, excepto para el campo eléctrico cuya fuente
es escalar.

APENDICE 1
La expresion del campo electrostdtico, ec 2, se
puede tranformar de la siguiente manera:

E () =
=1 p
41t£o'[

! f p () grad’
80

(IJ) (r—r’) dvl
lr-¢P

1
—_— gV’
Ir-+¢1

grad’ p ()
Ir - /I

_ grad’ p(r)

dv’
Ir -l

_ 1
_41t£0»r

La primera integral se extiende sobre la superficie
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- 1 P(l") nldsl_
dne d Ir-r1

1 gradp (l")n ds/ _
4'me, Ir-r |

que encierra el volumen de integracion. Como este
volumen abarca todo el espacio, dicha integral se
anula para todo sistema localizado de carga. Esto
lleva ala ec 3.

APENDICE 2

La expresion para el campo magnetostitico, eq
6, se puede transformar de la siguiente manera:
La segunda integral sc extiende sobre la superficie

B () =

= Mo J'J(]J)X(r_r,)dvl
lr-¢/P

_ Mo 1 /
ﬂ.J’J(H)Xgrad-———————l lJ|dV

r -

Ho rot’ J () _rot' J () /

= - dv
47tf lr=-F1 1r-r1I

- Mo mt.l(r’)dv,
4ﬂf|r—Hl

+ 2 J. J (@) Xn’dS’

lr-¢

que encierra al volumen de integracién. Como este
volumen abarca todo el espacio, dicha integral se
anula para todo el sistema localizado de corrientes.
Esto lleva a la ec.7.

APENDICE 3

El campo magnético dependiente del tiempo
puede ser obtenido calculando el rotor del poten-
cial vectorial:

J(I‘I,T) dvl
Ir-r1

B(rt) =—> rot

El operador rotacional actia sobre las coordenadas
no primadas que aparecen tanto en €l denominador
como en el numerador ya que:
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vemente hacer la 51gu1ente transformacx()n
J(HT)-IJ(¢t55(U-T)d
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Debldo ‘a esta dependenc1a complicada,

; de fonna que ¢l campo magnéueo resulta:

I

e W+ s s e

CS con-

—,___.g L

pEp—

esultado Que es el resultado final, ec 17.
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APENDICE 4
El campo eléctrico dependienté del tiempo

~ puede ser calculado como menos el! gradiente del

potencial escalar menos la derivada respecto del
tiempo del potencial:

E(rt)=
i, Ip(ﬂt) av’ L
47t£ r-r|

l“l'o J(I‘IT) /
- v/ =
41tat'l'lr—r’|d

- _1_I grad P D 4l

41"580 lr-r |
r}JTmﬂ—

_ uo J‘E)J(r’,’t) av’ - _
dt lr-r I

1 1 ap((r, 1) .
= - Y grad T dV/ +
_4vn€0"'|r-r’l d1 gm

p (l’ l") dVI _
fp(,)‘r_HS

+

41e,

K JaJ(-’,r) av’
dt lr=-¢1

E(?t =
_ 1 ,[ 1 op(,t (n-0) av’ +
4me, s b-Fl dp cle-r

1 @ -r)
+41t£—:0v-l'p( )l""l"3

K J'BJ(H,'I:) av’
4Te, ot ir -l

d/_
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