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En este trabajo se analiza ¢l problema de encontrar integrales de movimiento para sistemas dinimicos
tridimensionales. Se introduce un nuevo método directo en la bisqueda de los valores de los pardmetros para los
cuales existe una integral de movimiento. Este método consiste en proponer un "ansatz” para la integral que
muestre explicitamente la dependencia con respecto a una de las coordenadas del espacio de fases del sistema. Se
aplica este procedimiento al "reduced 3-wave interaction problem"y al "R abinovich system" . Para ambos modelos

se encuentran nuevas integrales de movimiento.

INTRODUCCION

En este trabajo se emplea un "ansatz” de cardc-
ter muy general para la integral de movimiento de
sistemas dindmicos. Se propone un polinomio en
una de las coordenadas del espacio de fases del
sistema, cuyos cocficientes son funciones ar-
bitrarias desconocidas de las otras coordenadas.
Estas funciones deben satisfacer un conjunto "so-
bredeterminado” de ecuaciones en derivadas par-
ciales, las cuales son compatibles solamente para
valores particulares de los pardmetros del sistema.

Se emplea este método para estudiar el "Redu-
ced 3-wave interaction problem”, ¢l "Rabinobich
system” y el "Lorenz model ". Para el "3-wave
problem” y el "Rabinobich system"” se recobran
sistem4ticamente todas las integrales de movimien-
to conocidas vy se encuentran otras nuevas. En el
caso del modelo de Lorenz se recobran todos los
resultados conocidos obtenidos por otros métodos
pero no se pueden encontrar nuevos casos para los
cuales exista una integral de movimiento.
DESARROLLO
"Reduced 3-wave interaction problem'' .

En primer término se considera el sistema dind-
mico en tres dimensiones “reduced 3 -wave”. En
este sistema, tres ondas cuasi-sincrnicas interac-
tdan en un plasma con no-linealidades cuadréticas.
La evolucién de este sistema dindmico estd deter-
minada por las siguientes ecuaciones:

X =yx +8y +z -2y°
2.1)
y =yy - 8x +2xy

2 =-2z -2zx
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donde x, y, z son proporcionales a las amplitudes
de las tres ondas respectivamente, & mide el deto-
nante del sincronismo, y los otros términos linea-
les describen efectos de disipacién y el bombeo de
energia externa M .

Se encuentran nuevas integrales de movimiento
para los siguientes casos: _
a) Y= 0, d arbitrario, con el invariante

I=z(y-82)¢ (2.2)
b) y= -1, & arbitrario, con el invariante
I=(x*+y*+z)e* 2.3)

En el caso especial de & = 0, se obtiene una se-
gunda integral para el caso b):

I =2y c* (2.4)

Cuando el sistema admite integrales de movi-
miento como en los casos a) y b) , no se observa
en general comportamiento cadtico. Los in-
variantes encontrados resultan lineales en z. Por la
naturaleza del método empleado, podemos asegu-
rar que no existen otras integrales lineales en z.

La forma general de una constante de movi-
miento lineal en z y con una dependencia ex-
ponencial en el ticmpo es:

I=(a (xy) +a, xy) z) (2.5)

donde a, y a, son funciones arbitrarias de x e y, y
o, es un parametro arbitrario.
Con la condicién dI/dt = O se obtiene:
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a,, 2° + [(_Yx + 5y;—i2y2 ) a, +
a, +(yy +3x ~2xy) a, +
s(a-20m)alz+
(v 4By -2 ay, +

+(yy - 0x +2xy)a1y+ocal=0

26

Puesto que deben anularse los coeficientes del"

polinomio en z:
aZx =0 ) (2.7)

1x

(vx+8y—2y Yay va,

'+(Yy-8x+2xy)a + 28

.'f(a-2(1+x)~az)=0 |
(yx +8y7=2) a, +
+(yy.-8x.+2xy) + . @9

e - *+a_ +oa =0

ly

De (2.7) tenemos que a, = a,(y) , con lo cual re- '

sultan dos ecuaciones en derivadas parciales para
la funcién a,(x,y) . La funci6n a, y los pardmetros
o, & y v deben ser elegidos de manera tal que
estas dos ecuaciones sean compatibles. '

De recmplazar las ecuaciones (2.7) y (2. 8) en.

(2 9), ob[enemos

- -[aa +(2+2x-a)(yx+5y— ¥

L =2y) a,] / (yy - 8x +2xy) +

FE

,..v+(yx +5y-2yz)a . -."‘
[T PP LaE Y

(2.10)

Se impone 1a condici6n a,,, = a,,,, de donde puede
deducnse la cxpresuin expl:cxta para a;:

a, -(l/a(2y-6)) {[(20c+2ax—a2) o

_»l_, . “y
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. .I(ay—8x+2xy) -4 (y-2+0) y -
- 28 (Ra+d-y) Y2 +
@ )y -

-28yx +4yxy +4yxy] a +

+2(Yy 28X 2y (1= - 8) 4y -

- (yy - 6% + 2,X_y)3'_‘ a,}
' (2.11)
donde se asume que o # 0.

El caso o = 0 no lleva a ningin resultado nue-
VvO. 7 -
De 1a ccuacién (2.11) se pueden obtener a, y
a,, las cuales juntamente con a; se reemplazan en.
(2.9).- Teniendo en cuenta que a, es sélo funcién
de y, para que la ecuacion’ resultante se satisfaga.
para valores arbitrarios de X, se deben unponer las
51gu1entes condxcxones - '

By =0 0 ,‘(2‘1?), |

[4Y8 +208 - 8y *40) y] a, +

+Qy3? G +4y ~4) a, =0 .
RS S : (2:13)

o 27 (2Y+00 a2 + Y (2y—5)
L DT ey

- 30L +4 (1)) a, =0 ;.

De (2.12) se tiene: - _
a2(y) = C y +C, . (215

donde C, y C2 son constan;esarbitraﬁas; ,
Después ‘de reemplazar’ (2.15) en (2:13) y
(2.14), se obtienen las sngmentes ecuacxones alge-‘
bralcas para o, 5, y, C1 y Gy

C (y +o =2) =0 '(216a)

(5a6'+'687 - 83) c; L+
o ©T D (2.16b)
+2 (o +2y).C, =0 ’

* TUCUMAN 1991- 38



Y@ -2+a)C =0 (2160
O [Bad +48y -48) C, +
(2.16d)
+2(+2y)Cl =0
Y [Bad +43y -48) C, +
(2.16e)

+2 (o +2y)CJ] =0

v

Existen cuatro casos a considerar:
i) C, = C, = 0 ; no se obtienen constantes de mo-
vimiento.
if) C, =0, C, #0; en este caso, tomando o = -2y
se satisfacen las ecuaciones (2.16). Lucgo (2.9)
impone que ¥ = -1, para no obtener un resultado
trivial. La constante de movimiento resultante estd
dada en (2.3) y fue hallada por Bountis et al.
i) C;20,C,#0;sisctomaa=2-yy Cy=
= - 0 C,/ 2 se satisfacen las ecuaciones (2.16).
Luego (2.9) requiere que Y= 00 8 = 0 . Para cl
caso Y = 0, la integral resultante es la expresion
(2.2), encontrada por Bountis et al. Para § = 0, la
constante de movimiento, con vy arbitrario, es:

I =yz @Dt (2.17)

Este resultado no ha sido encontrado por Bountis
et. al. siendo asf un invariante nuevo.

iv) C, # 0, C, = 0 ; la tnica solucién para las
ecuaciones (2.16) es y = -2, oo = 4 y la ecuacion
(2.9) es satisfecha idénticamente. La constante de
movimiento resultante es:

1= (y2 + X2 + 2yz / 8) e4t (2.18)

con 9 arbitrario, 10 que constituye un nuevo resul-
tado.

'"Rabinovich system"

El “"Rabinovich system” es un modelo de inte-
raccién de tres ondas cuya evolucién dindmica
estd determinada por las siguientes ecuaciones:

X =hy —vx +yz
y =hx —vy +xz 3.1

Z =0,z + Xy
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donde v,, v,, v, son las velocidades de amor-
tiguamiento y h es proporcional a la amplitud que
guia la onda de alimentaci6n ™.

Este modelo fue estudiado por Bountis et. al. por
medio del método de Painlevé, dando los siguien-
tes invariantes:

1= (XZ + y2 _ 4hZ) eZut (3.2)

con las condiciones v, = v, = v > 0, v, =2v;

1 = (X2 - y2 - 222) eZ\n 3.3)

con las condiciones v, =V, =V;=V>0, y

I = (Xz + yz) et 3.4)

conh=0,v,=v,=0v>0

Pucsto que estas tres integrales son lincales en
x%, se propone ¢l siguiente “ansarz” para encontrar
nucvos invariantes:

I =(@y.2) +ayz) x» e* (3.5)

donde o es un pardmetro arbitrario.

Utilizando el método explicado en el pérrafo 2
y después de algunos cdlculos, s¢ rcobtienen los
resultados (3.2), (3.3) y (3.4) y se encuentran las
siguientes constantes nucvas para este sistcma:

I = y2 + (h - Z)Z (3.6)
con v, = v; = 0, h y v, arbitrarios;
I =x2+( +h? 3.7
con , = v, = 0, h y v, arbitrarios;
I = (y?. + ZZ) 62\)3t (3.8)
con v, =V, h =0, v, y v, arbitrarios;
3.9)

1= -2 e™

con v, = V3 , h =0, v, y v, arbitrarios.
"The Lorenz Model"
Las ecuaciones de Lorenz que aparecen ¢n mo-

delos simples de turbulencia hidrodindmica se
pucden escribir:
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x=0(y -%)
@.1)

y =-y +px —Xz

Z = -bz +Xy

Distintos autores han estudiado el problema de
buscar valores particulares de los pardmetros o, p,
b para los cuales cxiste una intcgral de movi-
micnto &, Todos los invariantes hallados son poli-
nomios de grado < 4 en las variables X, y, z. En
particular con respcecto a z son polinomios de
grado < 2. Tomando esto en cuenta se considera el
siguiente "gnsatz" para el invariante I:

I =@y +a®Xxy) z+
(4.2)

+ a,(x,y) z) e

Se resuclve el sistema de ecuaciones (4.1) por
el método empleado en las secciones 2 y 3 , re-
produciéndosc todos los resultados conocidos, pero
no se encuentran nuevas integrales. En con-
secuencia puede asegurarse que el modelo de Lo-
renz no ticne otras cosntantes de movimiento poli-
némicas de grado < 2 en la variable z.

CONCLUSIONES

Se ha empleado en este trabajo un método di-
recto en la busqueda de constantes de movimiento
de sistemas dindmicos tridimensionales. El método
consiste en proponer un “ansatz” para ¢l invariante
el cual es un polinomio de un dado grado en una
de las coordenadas dcl espacio de fase del sistcma.
Los coeficientes de dicho polinomio son funciones
arbitrarias de las demds coordenadas del espacio
de fases.
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Estas funcioncs deben satisfacer un sistema de
ecuaciones en derivadas parciales. Se ha mostrado
en los ejemplos tratados que dicho sistema puede
ser resuclto, pero la complejidad de los célculos
aumenta considerablemente con el grado dcl poli-
nomio propuesto en el “ansatz”. En nuestro cono-
cimiento, este tipo de "ansatz” no ha sido em-
pleado con anterioridad para sistemas disipativos.

El método aqui emplcado ha probado ser muy
eficaz en la bisqueda dc constantcs de movimien-
to para sistemas dindmicos tridimensionales. Se
han encontrado nucvas integrales para el "Reduced
3-wave interaction problem” y "The Rabinovich
system”.

Para Ias ecuaciones de Lorenz no se han podido
encontrar nuevas constantes de movimiento pero
s¢ han reobtenido todas las conocidas. El método
es entonces aplicable a sistemas dindmicos de més
alta dimensionalidad y pcnsamos que representa
un complemento a la aproximacién usual basada
sobre ¢l método de la simctria de Lie, la propie-
dad de Painlev€é y el tcorema de integrabilidad de
Frobenius rccientemente introducido por Strelcyn
y Wojciechowski.
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