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En este trabajo generalizamos la derivada cuintica de Beck con respecto al tiempo propio para el caso de una
particula de Dirac acoplada al campo clectromagnético mediante una serie de términos propuesta por Foldy. Para
el caso particular de la ecuacién de onda que resulta de retener s6lo los tres primeros términos de la serie,
encontramos una formulacién manificstamente covariante de las ecuaciones de movimiento formalmente idénticas
a las correspondientes ecuaciones clasicas. Para ello desarrollamos la correspondiente teorfa clésica obteniendo
las ccuaciones de movimiento para €l impulso y el spin. Estas tiltimas resultan ser una generalizacién de las

ecuaciones B.M.T..

1. INTRODUCCION

En mecénica Cl4sica Relativista cl tiempo pro-
pio y la derivacion con respecto a dicho pardmetro
invariante son conceptos bien dcterminados. No
ocurre lo mismo en Mecédnica Cudntica Relativista
en donde cxisten diversas propucstas de derivacion
cuéntica con respecto al ticmpo propio no cquiva-
lentes.™ La primera dcerivacién de cste tipo pucde
cncontrarse en 1os trabajos clasicos de Fock,' Stue-
ckelberg® y Nambu.® Para el caso dc particulas de
spin 1/2 fuc empleada por Schwinger,” Feynman,®
Enatsu’ y mas recientemente en los trabajos de
Horwitz, Piron y Reuse.’®*? La misma también fue
utilizada por Cooke,"” Horwitz y Piron, y por
Collins y Fanchi™® en el desarrollo de 1a Meci-
nica Cuéntica Rclativista de las particulas de spin
0.

Otra dcrivacion con propiedades satisfactorias
es la introducida originalmente por Beck? para cl
caso de la particula de Dirac libre, lucgo, aplicada
y extendida por Szamosi,”” Bunge y Kélnay'® y
recientcmente en un trabajo nuestro’ para el caso
de la particula en interaccion.

En las siguicntes secciones generalizamos la
derivada propuesta por Beck con la cual obtene-
mos ecuaciones de movimiento con analogia cl4-
sica.
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La derivada de Fock y su vinculacién con la
derivada de Beck scrd tratada en la parte III de
nuestra serie.”® En 1V daremos® una formulacién
axiomdtica de 1a Mecénica Cudéntica Relativista de
las particulas de spin 1/2 utilizando una represen-
tacién tipo Schrodinger.

2. DERIVACION CUANTICA CON RESPECTO
AL TIEMPO PROPIO

Consideremos ¢l caso general de una particula
masiva de spin 1/2 descripta por una ecuacion del
tipo (h=c=1)

(r'p, ~R)¥ =m¥, 1)

donde R es un operador que:
i) garantiza la invariancia Lorentz y de gauge de
la ec. (1),
1i)no contiene operadores diferenciales.

Es de particular interés ¢l caso en que R tiene
la forma

R =R, =

f (8ny anAu *

i

@
(i/2uy* @ @A, - avAp)) ;

en donde g, y p,son constantes que dan cuenta de
propiedadces intrinsecas dc la particula, O es cl
operador d'Alambertiano y A, el potencial electro-
magnético.

La ecuaci6n que resulta de reemplazar €l opera-

TUCUMAN 1991 - 46



dor (2) en la ecuacién (1) fue obtenida por Foldy®
en un intento por proporcionar una caracterizacién
de las propiedades electromagnéticas de las parti-
culas masivas de spin 1/2. Si se considera sélo el
término correspondiente a n = 0 obtenemos la e-
cuacién empleada en 1.

Definiremos la derivada con respecto al tiempo
propio de una variable dindmica cualquiera Q
como:

Q _ .
S=-ilp, -R. Q. 3)

Esta generalizacién de la derivada de Beck es
también invariante de Lorentz y de gauge y cum-
ple con la regla de Leibniz. Ademds, si el espinor
¥ es solucién de la ecuacion (1), se puede
demostrar que

dQ, _

ds

Q. )
dt

Esta identidad es 1a exprcsion cuéntica de la rela-

ci6n clésica

99] = (1 -y 99] ,
ds ), dt

cl

si identificamos, como es usual,24 a (1-v®)*?

con el operador f.

operador

3. ECUACIONES DE MOVIMIENTO
EN EL TIEMPO PROPIO

Utilizando 1a derivada definida en (3), mostra-
remos en esta seccién que es posible obtener una
formulacién manifiestamente covariante de las
ecuaciones de movimiento cudnticas del impulso y
del spin, formalmente idénticas a las correspon-
dientes ecuaciones clasicas. Consideraremos el
caso en que s6lo se retienen los tres primeros tér-
minos de la serie (2), con lo cual

R =R =cy'A +
ke X )
+ ;.nTy”DA“ + > HgS"F,
donde M = e/2m es el magnetén de Bohry ky X
son dos constantes adimensionales.
La ecuacién que resulta de reemplazar en la
ecuacion (1) el operador definido en (5), ha sido
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utilizada para proporcionar una descripcién feno-
menolégica de los nucleones,” y como mostramos
en otro trabajo®® permite obtener la parte relativista
de las correcciones radiativas de 1a Q.E.D. a orden
(v/c)5 .

Puesto que deseamos comparar ecuaciones cl4-
sicas y cudnticas, mostraremos primero c6mo ob-
tener las ecuaciones de movimiento para una parti-
cula cldsica correspondiente a la descripta por la
ecuacion cuéntica obtenida empleando Ry,.

ECUACIONES DE MOVIMIENTO CLASICAS

Consideraremos el caso en que las ecuaciones
de movimiento pueden derivarse a partir de un
principio variacional cuyo Lagrangiano es

L = Ezl—u“uu - [—;_4» eAu* +
+kE @A ) + 1 o™F utu +
-I? i Z"XMB o™ tu

+ 1 o**F
Z"XH'B of*

Aquf u* = dx"/ds, donde s es el tiempo propio, y k
y % son las constantes de acoplamiento. Si en
el Lagrangiano (6) no imponemos, por ahora,
la condicién de vinculo u’=1, de acuerdo con las
ecuaciones de Euler-Lagrange obtenemos la si-
guiente ecuacion de movimiento

M
a S_(mu“) =
ds ds @)
= eFu + (1/2) XU 0%F,,
en donde
0
p, = %u =W, teA +
(82)
+ ‘;‘%UAH +(1/2) xu,O™*F qu,,
* ke (8b)

= pp' - eAp' - _;DAH,
m
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f=m+ 222. ty 6*F,,. (8¢)

Sc puede demostrar que las ecuaciones de mo-
vimicnto asi obtcnidas son compatibles con el
vinculo u’=1.

En la ecuacién (7), m pucde pensarse como

una "masa efectiva" y, por lo tanto, la interaccion
del spin con el campo produce como efecto la
modificacién de la masa de la particula.

Notemos, ademds, que del Lagrangiano (6) no
es posible obtener las ecuaciones de precesion del
spin, ya que el mismo no es una variable dindmica
en dicho Lagrangiano. Sin embargo, siguiendo a
Barut”, puede considerarse un Lagrangiano que
dependa de coordenadas internas asociadas al spin,
a partir del cual se obtienen ecuaciones de movi-
miento tanto para dicha variable como para el
impulso. Estas son:

dnt

- v, aff
I =eFu + (1/2) xp, 0% "F,,, (92)

Ho '
(1/2) d_g_ = ulrt + xp oWeF,.  (9b)
s

La ec. (92) es idéntica a l1a ec. (7). Ademds,
puede probarse”’ que la segunda contienc como
caso particular a las conocidas ecuacioncs de Bar-
gmannk-Miche-Telegdi.”®

ECUACIONES DE MOVIMIENTO

Queremos obtener ahora las ccuaciones de mo-
vimiento cuénticas correspondicntes a las ecuacio-
nes (9). Definiendo al operador ©* y al tensor
de spin S** como

Tt = p* - eA* ~ ES_DA”, (10a)
me
SWw = 0.1.1\)/2 =i [,Yp’,yu]/z, (IOb)

con p* =i 0% y utilizando la derivada definida en
(3) con R = Ry después de un célculo directo ob-
tenemos:
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d_d"_“ = cF*ul +(1/2) Y, 0% PF,,, (112)
S

ds* _ ug,"'n“] + qucﬁ‘“F"]a, (11b)
ds
en donde
dx’
W= b v* (11c)
ds

es la velocidad asociada a b .

Las ecuacioncs (11a) y (11b) resultan formal-
mente idénticas a las ecuaciones cldsicas (9a) y
(9b) y con los mismos factorcs de propor-
cionalidad. En particular, (11b) es la expresién
cudntica de una gencralizacion de las ecuaciones
B.M.T.

Si bien las ecuaciones para m y S** tiencn una
fucrte analogfa formal con las ccuaciones cldsicas,
es conocido que dc la derivada del operador posi-
ci6n habitual sc obticne una vclocidad con propie-
dades no satisfactorias. En particular, la acclera-
cién no conduce a una cuadrifucrza que pucda
analogarsc a la clédsica. Estas anomalias cons-
tituyen , en parte, el Problema de 1a Localizacién?
y serdn tratados en el trabajo III de la serie.

4. COMENTARIOS SOBRE
UNA POSIBLE CUANTIFICA CION

Mostrarcmos ahora como se puede cuantificar
la teorfa presentada cn la primera parte de la Scc-
cién 3. Para este fin convienc tcner una for-
mulacién hamiltoniana de la tcoria clasica.

Como es sabido, dado un Lagrangiano & puede
definirse un Hamiltoniano H como

(12)
H= u'p, - &L

Ademds, definiendo el corchete de Poisson de
d o} S
variables, R y Q, como ‘
R _3Q R 3Q

{R,Q} = o
< ox* dp, op* Ox,

(13)
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tiempo propio de una variable Q = Q(x,p), que
no depende explicitamente de s, como

Q.. (14)
ds
Destaquemos finalmente que las variables

candénicamente conjugadas x y p satisfacen:

{x,,p) =8, (159

{xe | x% ={p*, p%¥ =0. (15b)

Efectuando ahora la cuantificacién dec 1la
teorfa cldsica con la regla de Dirac, de las

relaciones  (15) se obtienen las reglas de
conmutacién canénicas:

[x, , pY] = i3}, (16a)

[x,x*] =[p*, p} =0,  (16D)

que definen las propicdades algebraicas de

los operadores x* y p*.

Notemos que si desde un punto dc vista pura-
mente formal aplicamos dicha regla® a la cx-
presion de 1d derivacion cldsica (14), tomando el
Hamiltoniano clésico luego de aplicar la condicién
de vinculo u’=1

H=u'p, -cAut -

ke
T DA u* - (/2 1,0*°F,,

y en lugar de expresar a u, en funcién de p,, la
reemplazamos por 7y, de acuerdo con (llc), y
reemplazamos al spin clésico por cl operador defi-
nido en (10b), obtenemos la derivada definida en
(3) con R = Ry. De esta forma sc recuperan los
resultados de las secciones 2 y 3. También, usando
la condicién de vinculo u’=1, ¢l Hamiltoniano
resulta ser igual a m, lo cual es compatible con la
ecuacion (1) que satisface su correspon-
diente operador cudntico (y¥'p, - R).
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