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En este trabajo utilizamos la generalizacién de la derivada cudntica de Beck que definimos en I'y en II para
obtener generalizaciones relativistas manifiestamente covariantes de los teoremas de Ehrenfest. Para ello
introducimos un conjunto de variables que denominamos generalizadas y que presentan propiedades mas
satisfactorias que las variables usuales de la teorfa de Dirac. Por ejemplo, el spin generalizado resulta ser una
extension del introducido previamente por Hilgevoord-Wouthuysen para el caso libre. Las ecuaciones de precesién
del mismo presentan una marcada analogia con las ecuaciones cldsicas de precesién de Thomas. Por dltimo,
establecemos una importante relacidn entre la derivada de Beck y la de Fock.

1. INTRODUCCION

Esta contribucién es continuacién de una serie
de trabajos previos, '* que de ahora en m4s llama-
remos I y II, en los que discutimos la generaliza-
cién de la derivada con respecto al tiempo propio
introducida por Beck.?

EnI y en Il mostramos que las ccuaciones de
movimiento para el impulso y el de Dirac tienen
una marcada analogia con sus correspondientes e-
cuaciones cldsicas. Sin embargo, el operador posi-
cion presenta, en otros aspectos, un comportamien-
to no deseable. Asf, por ejemplo, la velocidad aso-
ciada tiene autovalores *1, resultado incom-
patible con el hecho que la particula es masi-
va. Ademds, para la particula libre ni el mo-
mento angular orbital asociado ni el spin se
conservan por separado y la velocidad no es pro-
porcional al impulso.

En este trabajo extendemos los resultados en-
contrados para el caso particular de acoplamicnto
minimo por Bunge y por uno de nosotros, ¢ me-
diante 1a introduccién de un conjunto de variables,
que aqui denominamos generalizadas, las cuales
permiten evitar las dificultades mencionadas ante-
riormente.

Como recordamos en la introduccién de II,
existe una propuesta altermativa de derivacion
cuéntica con respecto al tiempo propio introducida
por Fock.’
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Veremos que las ecuaciones de movimiento
obtenidas con la misma también tienen analogia
clasica y vincularemos tales ecuaciones con las
obtenidas mediante ¢l emplco de la derivada de
Beck de las variables generalizadas.

2. VARIABLES GENERALIZADAS.

Introducimos a continuacién el operador posi-
cién que motivo la inclusion de las variables gene-
ralizadas en nuestro trabajo (como veremos luego)
y fue considerado por diversos autores,*%*

XF = xh 4yt M)
2m

El mismo fue propuesto para subsanar las difi-
cultades mencionadas en la introduccion, las cua-
les constituyen parte del Problema de la Locali-
zaci6n® que adn hoy dia permanece abierto.'

El operador (1) permite obtener relaciones con
sugestiva analogia cldsica. En efecto, para el caso
libre, 1a velocidad asociada con dicho operador'
cuando es aplicada a soluciones de la ecuacién de
Dirac da

VY = g&t Y = P-u—‘{' (2)
ds m
y ademds
UrU Y = 1Y, 3
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donde hecmos utilizado la derivacién definida en
IT con R=0.

En un trabajo previo se ha mostrado que,* para
¢l caso de la ecuacién de Dirac acoplada minima-
mente al campo clectromagnético, el uso conjunto
de xp" y X* permite obtener una formulacién ma-
nificstamente covariantc de las ecuaciones de mo-
vimiento, que cumplen relaciones dc tipo Ehren-
fest. Vercmos que esto se¢ puede extender para el
presente caso. Por ejemplo, la velocidad asociada
a X*, sobre cspinores ‘¥, soluciones de la ecua-
cién (II-1) con R = Ry, cumple que

"

m

¥
C))

donde hemos usado la definicion U* = dX¥/ds y la
notacién {A.B}s= 1/2 (AB+BA). La ccuacién (4)
es andloga a la ecuacion clésica (II-8a), salvo que
aparccen dos velocidades distintas. '

Ademis, la aceleracién que obtenemos derivan-
do U* es tal que la cuadrifuerza, mU¥, satisface

du* dr* 1
¥Y=|—-— .
P (& e

Uk =[ - EIE 1 Hy { O E gl }]

ds ds 2
()

S iE, S]‘I‘,
ecuaciéon que nuevamente tiene analogia cldsica,
como se desprende de comparar con la ecuacién
obtenida combinando la primera igualdad de (1I-7)
con la ccuacién (II-8c). En cambio, la aceleracién
asociada a xp" no conduce a expresiones con ang-
logo clésico.

Notemos que, al igual que en la ref. 4, se puede
cscribir

i dx

1 D
X =x .
P om ds

i du
U=uD+_1___i
2m ds

Dcfinimos entonces un nucvo jucgo de varia-
bles quc llamarcmos gencralizadas, que se ob-
tiencn de las ordinarias mcdiante 1a relacién

(6)
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donde Q,, es una variable dindmica en la teoria de
Dirac. o

Para el caso libre ¢l spin generalizado coincide
con el de Hilgevoord-Wouthuysen™

i)

-4y ™
m

oy =0

Utilizando la derivada de Beck definida en
IT para el caso R = ey'A,, s¢ puede demostrar
que el spin generalizado satisface la siguiente e-
cuacioén de movimiento

dog’
ds

o)
=Ug .

(8a)

Se aplicamos esta ecuacion sobre soluciones
Y de la ecuacién (II-1) obtenemos

do’
ds

(8b)

=2, og oW |

La ecuacién (8b) es formalmente idéntica a la
ecuaciébn de precesiéon clésica obtcnida por
Thomas. ™

3. RELACION CON LA
DERIVADA DE FOCK.

Como sefialamos en la introduccion de II, exis-
ten diversas propuestas no equivalentes de deriva-
cién cudntica con respecto al tiempo propio (para

‘las variables dindmicas de la particula descripta

por la ec. de Dirac). De particular importancia es
la introducida por Fock® y que fuera utilizada por
Schwinger'® para obtencr una formulacién mani-
fiestamente covariante de la Q.E.D..
Consecuentemente con la ec. (II-1), definimos
una gencralizacion de la derivada de Fock como

dQy _ _ i 2

ds]F =L R0, ©
donde hemos incluido un factor adicional 1/2m
respecto de la definicion usual (ver, por cjemplo,
la ref. 15), el cual precisamente es el factor que
hay que agrcgar para obtener ecuaciones con las
dimensiones adecuadas y andlogas a las cl4-
sicas.

Para el caso particular en que R=ey'A,, em-
pleando esta derivada obtenemos
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m
aoh (10a)
ds J m
n
d_n] =2u, {PPm ) +
ds )
(10b)
Hy B
+ 5 Oy "F* |
do*? [nov]
= 2u,6"°" (10¢)
ds ]F My

siendo esta dltima'® nuevamente an4loga a 1a ecua-
cién de Thomas. Veremos que esta rclacion no es
casual. En efecto, mostraremos ahora, como una
nueva aplicacion del formalismo desarrollado, una
relacion existente entre 1a derivada definida en (9)
y la emplcada en IL

Utilizando la notacién

il =7v'p, -R

y las definiciones (6), (II-3) y (9), después de
algunos cédlculos puede demostrarse que

dQ
I —G¢G
ds

= [0,Qp] +
11)

m 1
+ 'ia[vaD] ‘ZI‘n_[vaD] m »

luego, si el espinor W satisface la ecuacién
(1I-1), es decir, en la nueva notacién

nY =mY , 12)
finalmente obtenemos la importante relacién
dQ, 1 )
— \P = - Ifl, - +
ds 2 ([ ) m
(13)

Es decir, sobre las soluciones de la ecuacién
(12) 1a derivada de Beck (ecuacién (II-3)) de las
variables generalizadas es igual a la derivada de
Fock (ecuacién (9)) de las variables ordinarias. De
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esta dltima y de (10) se desprende como corolario
el conjunto de ccuacioncs (4), para =0, y (8b).

Podemos sefialar por tltimo que tanto las ecua-
ciones de movimiento que se obticnen mediante el
empleo de la derivada de Beck como de la de
Fock, encuentran ecuaciones andlogas en la Mecé-
nica Clésica. Sin embargo, la derivada de Beck no
hace explicita la dependencia de las ecuaciones
con cl momento magnético normal p,; de la parti-
cula. La dependencia explicita con el spin se hace
a través del momento magnético anémalo Yug
cuando consideramos un acoplamiento R = Ry. En
cambio, con la derivada de Fock tal dependencia
se da con el momento magnético p, considerando
R = ey'A,. Por lo tanto, las ecuaciones (II-11) y
(10) tienen el mismo aspecto pero con distintas
contribuciones en los términos de spin. Este hecho
se debe a que la derivada de Fock es la expresion
de scgundo orden de la derivada de Beck."

Ahora bien, no debemos confundir lo dicho
anteriormente con la relacién encontrada entre
ambas derivadas (ec. (13)), ya que ésta es vdlida
para la misma eleccién de R en las dos derivacio-
nes.
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