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A partir de la ecuacién de cvolucién para un ensamble definido por el operador estadistico p (ecuacién de von
Neumann) se obtiene la ecuacién maestra para el operador densidad reducido. La formalizacién rigurosa se efectia
por medio de un particionamiento adecuado del tipo Zwanzig lo que admite una conexi6n con la estocasticidad

intrinseca del fenémeno.

Dos tipos de reduccién son posibles cada una con significados fisicos bien definidos: operador densidad de un
sistema abierto y/o reduccién de la distribucién en un sistema cerrado, es decir la obtencién de distribuciones
marginales. Esta ecuacién conduce a la aparicion de términos colisionales que pueden interpretarse como fuentes
de disipacion interna por pérdida de informacién entrépica.

INTRODUCCION

En un sistema cudntico cerrado, 1a conservacién
de la entropia y por consiguiente de la infor-
macion, es consecuencia directa de 1a validez de 1a
ecuacion de von Neumann para el operador densi-
dad p'? La extensi6n de esa ecuacion para siste-
mas abiertos*® conduce a la reduccién de p sobre
las variables consideradas como "irrelevantes" que
dependen de 1o que se denomina "medio”, quedan-
do explicitamente representadas s6lo aquéllas que
describen el sistema bajo la influencia de la otra
parte’. En esta descomposicién sistema-medio o
sistema-reservorio, se¢ hace posible el intercambio
de masa y/o energfa y consecuentemente la entro-
pia del sistema abierto no se conserva®,

Si en cambio todas las variables poseen la mis-
ma jerarqufa, es decir no hay variables que se
puedan considerar como relevantes, como en el
caso de la distribucion de particulas en un sistema
de muchos cuerpos, nos referimos a operadores de
densidad reducidos de orden arbitrario p, p®: si
p=1, se refiere a la distribucién de particulas: p=2,
distribucién de pares de particulas; etc.>>.

Aun cuando el estado del sistema sea puro, los
operadores reducidos describen estados no puros
de las particulas o cuasiparticulas segin el orden
de 1a reduccion debido a la pérdida de informacion
que genera el mencionado proceso. Esto puede
interpretarse como ensambles de p-particulas (cua-
siparticulas compuestas de p particulas) en la es-
tructura del sistema de muchas particulas®,
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La estructura matemdtica de los sistemas de N
particulas p-reducidos (p < N) tiene alta analogfa
con los sistemas cuédnticos abiertos, pero su inter-
pretacién y significado fisico son diferentes*’. En
los sistemas abiertos el subespacio "irrelevante” es
el reservorio, pero, en sistemas p-reducidos la
parte irrelevante es la descripta por la distribucion
residual de g-particulas (p+q=N) que representa el
resto de las variables que se han integrado en el
tratamiento de reduccion.

En la presente comunicacion se obtiene la ecua-
cién de evolucién para p@® en el marco del for-
malismo del é4lgebra de superoperadores'® y a par-
tir de ella interpretamos la evolucién del ensem-
ble. El particionamiento o reduccién del sistema se
efectiia mediante 1a proyeccion del tipo Zwangig!'!
definida a través de los superopcradores de reduc-
ci6én de Kummer',

Debido a que la evolucién dindmica del ensem-
ble estd conducida por términos que derivan de la
ecuacién de von Neumann como consecuencia de
la reducci6n de 1a misma, estos hacen que la ecua-
ci6n de evolucién para los operadores densidad
reducidos no admita la conservacion de la entropia
a causa de las contribuciones denominadas colisio-
nales, que son las que describen los efectos di-
sipativos en analogia con la denominada ecuacion
de Boltzmann®,

La interpretacién anterior permite hacer ex-
plicita la aparicién de los términos de interaccion
y mostrar ¢l origen y naturaleza del término me-
moria, como asi también su estructura matemaética
y la influencia de la distribuci6n residual.
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PARTICIONAMIENTO
Y ECUACIONES MAESTRAS

Sca un sistema cudntico aislado con hamil-
toniano H . Los estados del sistema son representa-
dos por cicrtos operadores denominados matriz
densidad u operador estadistico p que cumplen las
~ siguientes propiedades®’
pt=p;, p20;, Trp=1, p*<p 1
considerando a p como N-represcntable®. La ope-
racién 7r indica la traza y el simbolo 1 representa
el conjugado hermitico.

La ecuacién de evolucion para p cs la ecuacién
de von Neumann (también conocida como ecua-
ci6n de Liouville cuantica)'®

) @
d/dtp =-i[H,pl_=-iLp (h=1)

a

donde [..,...]. es el conmutador y | expresa el su-

peroperador Liouvilliano. El espacio adccuado
para este tratamiento en el escenario del dlgebra
de superoperadores se denomina cspacio de Liou-
ville*, el cual posee asociado el producto binario'
siguiente

(AIB) = Tr (A B) 3)

donde A, B son dos operadores arbitrarios del
espacio operador tal que la expresién (3) se man-
tenga finita. A estos operadores se los denomina
de Hilbert-Schmidt™°.

Los opcradores densidad reducidos se definen
como la distribucién marginal de un subconjunto
de variables®

“)
p® (xIx/) =f diyl}pxyxly = Try)p

donde {y} representa el subconjunto marginal de
variables.

Las dos situaciones de intcrés intrinseco son las
siguicntes:
(a). si se trata de un sistema cuéntico abierto, es
decir, tal que intercambia energfa y/o particulas y
cualquier otra magnitud con ¢l medio o reservorio,
{x} rcpresentan las variables del sistcma y {y} el
conjunto de variables del reservorio y, por lo tan-
to, p® describe 1a distribucién material en el siste-
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ma4-7;
(b). si las variables son todas del sistema (sistema
de N particulas) es decir no es posible separarlo
en sistema-medio, su reduccién conduce a las
distribuciones marginales o distribucién de parti-
culas o cuasiparticulas en el sistema, segin se
integre®*'®. Como ejemplos de este caso podemos
citar la evolucion dc la densidad electrénica en un
gas de electrones, una molécula, un sistema cris-
talino, o densidad de particulas y/o pares en ni-
cleos.

Para implementar cstas ideas, consideramos el

-operador Hamiltoniano descompuesto en la forma

H=H® + HO +V &)

donde H ® y H @ son los Hamiltonianos de la
parte "relevante” (p) e “irrelevante" (q) respectiva-
mente. V representa las intcracciones entre esos
subsistemas*”.

Para explicitar esto, haremos uso de un par-
ticionamiento adecuado en el escenario del dlgebra
de superoperadores de la siguiente manera'*!®

P+ =1 6)

A

donde { representa al superoperador identidad y

Py Q son superoperadores de proyeccién los

cuales restringen los obscrvables a la correspon-
diente parte de interés.
Sea A un obscrvable. A partir de (6) se tiene

A=PA+QA=4 +4A, (7

donde hemos usado  fA = A .

El sistema abicrto estd caracterizado por la
obtencion del operador densidad reducido a las
variables del sistema propiamente dicho, que son
las de interés, es decir, p® y asi, segin (4), es

PP (1) = Tr_p(t) = LY (p) (8)

donde ﬁg es el supcroperador de reducciénl2 y

N el ndmero de variables en el conjunto total.
El superopcrador de proyeccién P (el cual es
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vstudnolde 1a evolucién de un opcrador densidad
reduc1do de una distribucién de particulas | 1dént1-
cas, cpmo por ejemplo, los electrones en un ato-
mo, una molécula, una Cclda cristalina; nucleones
vp un nuclco, quasioparticulas; efc.. at
- En Iel esquema plantcado, (p) indica el orden de
reducmén del operador den51dad Nk
“ Pariallello Gen (9) se ehge segun ‘ ‘-i
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R £ =G L8 0
K | v ; i

; 1

G

I

|

- ‘
indepen|dlente del tlempo) se define como

modo

1
donde n(q) €s un operador de densidad en el espa-
cio complemcmano, tal quc su dxsmbucmn repre-
gente Iestados ocupados con la misma poblacion,
!de modo de simular un "bano uniforme. Esta e-
Ilecménlles arbitraria y se Jusuﬁca con el obJeto de
no introducir ningdn tipo ide prejuicio a pr10r1 No
Iobstante como es obvio, cualquler otra que cumpla
con las cond1c10nes necesanas de G para convemr

\-‘ 1' i

1 plen un proyector es vélida y esto d‘cpcnde
! i ] e

fuenemente del problcma en cuestion. }

ambos subcspdmos se obtiene un sistema acoplado

Wmvrp-bprp-p; | ﬁ
Do " o

‘1 gé/at p,=-iL,, gpl,(t) ~i L, pQ(tﬁE

; | i, i gu (11a)
] L: a’/a%t p? = -: LQQ=§pQ(t) -iLg p,,(?

{NE IR | L a)
.dondé !l ]: «= ST R con § R =P, ’jQ )

! Medlante la utnhzacn()n de la transformacnén de

:Laplace se resuelve el sistema de ecuaciones'

!r ” I ! 1‘ '1

A 4 [
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\' Proyectando la ecuac1(’)n macstra para p; (2) en

i

obteniéndose para p,(t) la expresién

oot p, =-iL,, p® -:

=i Ly exp (i Loy 1) p(O) -

t

—j f:PQ f du exp [i I:QQ (t —u)} f‘erP P (W)

0

(12)
donde se han utilizado 1as propiedade@
P ﬁ L p y o} a3

Ol

con siendo [ ® y L@ las

Y ORI
L, =19 +19 , |
partes del Liovilliano asociadas con H® y H res-

A

pectivamente y (§ el superoperador nulo, por ser

Jos subespacios ortogonales entre si; asi se obtiene
en forma explicita 1a ecuacion

ot p? = ~i LY p®() -
~iU® py©) - |

(14)
- j du K(t-u) p® (u).
0
donde
U® pa0) =
|
=Tr, {\7 exp [iC, +Q V Q t] (15?

(b© -1 po )} |

y el nicleo integral de convolucién estd definido

por

K(s) =Tr, { V exp [ i@, +Q v e)) s] v n(q)}

’ | (16)

La ecuacion (14) es la ecuacion mlaestra para la
evolucién de p® y puede ser mtcrpretada de la
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siguiente manera. El primer término del segundo
miembro es el andlogo al caso del sistema no re-
ducido y se pucde interpretar como el término de
von Neumann (cf.ec.(2)); el segundo término es
una expresién local que indica la influencia del
estado inicial de la partc marginal o sea del "ba-
fio" representado por la distribucion en €l espacio
Q, cuyo propagador U(t) hace evolucionar. Final-
mente el dltimo término representado por un ni-
cleo integral de convolucién expresa la memoria
de 1a evolucién o sca la historia y segin sea su
forma particular en cada caso, se presentard como
un fenémeno de Markov (si en general V depende
del tiempo en forma explicita) o no Markoviano si
este niicleo s6lo depende de la historia inmediata.
Es a partir de la forma de K que se puede des-
cribir la estocasticidad intrinseca del fen6meno
segiin sea su evolucion a partir de €L

Es bien sabido que la ecuacién (2) conduce a la
conservacién de la entropia y por consiguiente a la
de la informaci6n. Por lo tanto la ecuacién (14)
indica por intermedio de los dos dltimos términos
la aparicién de efectos disipativos con la con-
siguiente pérdida dc informacién sobre el siste-
ma'®. Si V = 0 estos términos disipativos desapa-
recen y se obtiene una ecuacion de evolucién para
el sistema reducido que conserva la entropfa.

III. INTERPRETA CION COLISIONAL

A partir de la proyeccién de la ecuacién (2) se
obtiene el término adicional que describe la natu-
raleza abierta del sistema reducido. Es decir pro-
yectando (2) de las siguiente manera

P (oot p) =Plp =LBp +Cp (D

a

donde ¢ es el superoperador conmutador entre

~

P y 1 .o bien expresdndola en forma andloga

a la ecuacién de movimiento para p, (cf.cc.(12))

id/ptp, =L, p, + s

+PCPp, ®+PCQp, ®

Notemos algunas caracteristicas interesantes de
esta ultima ecuacién. En primer lugar puede apre-
ciarse la aparicién de términos de colisiones o "de
Boltzmann" originados en la reduccién de las va-
riables a las del sistema por medio de las proyec-
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ciones del superoperador ¢ . Ademds, esas pro-
yecciones son diagonales ( p ¢ p ) y no diago-

nales ( p ¢ § ). Por comparacion de las ecua-
ciones (12) y (18) se obticne la forma explicita de
la accién del superoperador de colisiones ¢

sobre el operador densidad p

pCP pp (O =
t
= I:,,Q I du exp [ i LQQ 0 —u)] LQP pp (W
0
(19a)
BCQpy® =Lygexpilegt]p, ©

(19b)

la cual se divide en dos contribuciones perfecta-
mente identificadas: 1a partc diagonal da cuenta de
los mencionados efectos de disipacién rcpresenta-
dos en forma de kernel integral de memoria. La
parte no diagonal introduce la influencia del sub-
espacio ortogonal Q a través de la evolucién de la
parte de p asociada a él.

IV. CONCLUSIONES

La determinacion de la distribucién de las p-
particulas (particulas compuestas por p unidades;
p=1, particulas; p=2, pares; etc..) y su evolucién
es parte central de la teorfa de la estructura de la
materia. La reduccién mencionada conduce al
tratamiento de los sistemas mediante un formalis-
mo similar al de los sistemas abiertos.

La ecuacién de movimicnto para los operadores
densidad reducidos no admite la conservacién de
la entropfa y por lo tanto de la informacio6n, lo que
conduce a un mecanismo de disipacién interna
interpretado como pérdida de la informacién. Esto
se hace evidente a través del nicleo integral de
convolucion K, el cual depende del potencial de
interaccién V siendo esta la causa del mencionado
mecanismo.
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Estos aspcctos pucden ser condensados en un
s610 térmmo proveniente! de 1a naturaleza abierta
del 51stema‘ que se denomina término de Boltz-
nmann[o de colisiones por analogfa con el que apa-
rece en{los sistemas cldsicos y de la misma: mane-
ra da- ﬁe'ma de Ia correlacm‘)n entre pamculas
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