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Para analizar los efectos de condiciones de contomo realistas (albedo) sobre la formacién y estabilidad de
estructuras de no equilibrio en sistemas multicomponente, sc estudia una version con nulclinas poligonales de un
modelo activador-inhibidor. Esta forma del modclo permite obtencr resultados analiticos para las distribuciones
dc ambas componentes, asi como expresiones cerradas para los autovalores cn el estudio de estabilidad lineal.
Este trabajo se limita al andlisis del caso "simétrico”, es decir de igual reflectividad (pardmetro de albedo) para

ambas componentes.
INTRODUCCION

La formacién y propagacién de estructuras no
lincales es uno de los principales t6picos cn la
fisica de sistemas complejos. La gran gencralidad
y actualidad de estos fen6émcenos cs cvidenciada
por la cantidad de contribucioncs provenicntes de
diferentes drcas'. Entre las varias posibles descrip-
ciones dc fen6émcenos tan complejos, uno de los
esquemas mds usados (dcbido a su simplicidad) es
el de reaccion-difusién?,

Los sistemas reaccion-difusion han provisto una
fuente extraordinariamente fértil de modelos en
todas las cicncias, desde la descripcion de relojes
quimicos (p.ej. la rcacciéon dc Bclousov-Zhabo-
tinski) hasta la propagacién de pulsos ncrviosos en
axones o la actividad temporalmentce periddica y
espacialmente organizada cn ¢l tejido cardiaco,
etC?_.3.4.5.

Aparte del estudio de estructuras propagantcs o
localizadas en sistemas infinitos, ¢l caso de siste-
mas finitos tiene considerable interés. Existe evi-
dencia de que en este caso las condiciones de
contorno juegan un papel relevante en la for-
macién, propagacién y estabilidad dc cstructuras®.

Dcbido a la complejidad de las ecuaciones que
gobicman el comportamicnto cn la mayoria de
dichos sistcmas, tales estudios conllevan la necesi-
dad dec recurrir a métodos numéricos o de pertur-
baciones singulares’: por ¢so es importantc plan-
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tear modclos adccuadamente simplificados que
manicnicndo las caracteristicas esenciales del pro-
blema permitan un tratamicnto exacto, dada la
gran comprensién quc éstos aportan.

Las condicioncs dc contorno normalmente usa-
das son decl tipo de Dirichlct o de Neumann (ab-
sorcién o reflexion total, respectivamente). Sin
embargo existen condiciones de contorno mds
generales, que cn principio provecrian una descrip-
ciébn mds rcalista en numcrosas situacioncs. Re-
cientemente sc ha cstudiado el efecto de con-
diciones de contorno parcialmente reflectivas (con-
diciones de albedo) en cl contexto de un modclo
simplificado de una incstabilidad clectro-térmica’.
Sin embargo, dicho estudio estuvo restringido a un
sistema de una sola componente. Si se prctende
tratar situacioncs mds rcalistas, es necesario estu-
diar sistcmas multicomponcnte.

Como ha sido discutido por varios autores®®*,
una gran catidad dc sistemas dc interés pueden ser
modelados en el csquema conocido como "propa-
gador-controlador" o "activador-inhibidor". Tales
sistemas son dcscriptos por el siguiente par de
ecuaciones":

IX/at = D,PX/dz* + F(X.Y)
1)
Y/t = DY/dz> + G(X,Y)
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donde X,Y son las concentraciones de activador e
inhibidor respectivamente y D,, D, los coeficicntes
de difusién correspondientes. Las funciones no
lincales F(X,Y) y G(X,Y) representan los términos
de reaccion, y tipicamente F(X,Y)=0 tiecne forma
de S en el plano (X,Y) y G(X,Y)=0 representa
implicitamente una funcién monétona creciente
Y(X).

Como en Ref.[8], se considerard un sistema
unidimensional. En este caso serd la versién lincal
por tramos del modelo de Fitz Hugh-Nagumo’.
Esto permite obtener resultados analiticos para las
estructuras de propagador e inhibidor, asi como
expresiones cerradas para los autovalores del estu-
dio de estabilidad lineal.

En este trabajo se considera el caso simétrico, o
sea cuando el pardmetro de albedo es el mismo
para ambos campos. Esta es la generalizacion més
inmediata del caso de una componente estudiado
en Ref.[8]. Es caso m4s general de albedos distin-
tos estd en estudio'’.

En la seccion siguiente se esboza el método de
cdlculo, la forma de alguna de las estructuras re-
sultantes y finalmente se hacen algunos co-
mentarios sobre su estabilidad.

EL MODELO Y SU ANALISIS

Mediante adccuados cambios de escala y adop-
tando para F y G una forma poligonal continua y
sencilla (1a "nulclina" F(X,Y)=0 se aproxima por
una "Z" invertida y G(X,Y)=0 por una recta)
puede reescribirse (1) en forma adimensional:

oX/ot = 9°X/dz® - X - aY +yO(X-X) )

dY/ot =d 9*°Y/9z*> + bX - cY

donde ©(X) es 1a funcién de Heaviside. S¢ supone
al sistema definido en el intervalo -Z,<Z<Z; y
(como en la Ref.[8]) se consjdera el caso estacio-
nario y condiciones de contormno de albedo, que se
escriben:

dX/dzl,, + kyX(@z,) =0 "
dY/dd, + k,Y(@Ez,) =0

(se analiza aquf el caso simétrico ky=ky=k).

Como se discute en Ref.[8], se proponen dife-
rentes formas analiticas para X ¢ Y scgin X>X, 6
X<X.. Estas definen regiones (Ilamadas respectiva-
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mente I y II) en el intervalo, unidas por puntos
(llamados genéricamente z.) en los que ocurre la
transicion. Se espera que, como en Ref.[8], sea la
estabilidad la que seleccione entre los posibles
valores de z.

De acuerdo con resultados previos®® se con-
sidera que los intervalos (-z,,-z) y (z..z.) (co-
rrespondientes a la regién II) involucran solucio-
nes con X<X_ y el intervalo (-z.,z,) (region I) solu-
ciones con X>X_. Por tratarse de problemas li-
necales en las respectivas regiones, las soluciones
scrdn combinaciones de exponenciales e y e
donde 20’=e+A, 2B%=¢-A, e=(1+c/d), A=[(1-c/d)* -
4ab/d]"*. De la condicién X,(z)= X,(z)=X, se ob-
tiene una ecuacion implicita para z, a resolver
numéricamente.

RESULTADOS Y DISCUSION

Se adoptaron los siguientes valores para los
pardmetros: a=1/4, b/d=1/6, c¢/d=1/20 (con lo que
0=0,9766799 y p=0,3099941), X =1y z,=3. En la
Fig.1 sc observa la dependencia de z.en el paré-
mctro de albedo k para y = 2. La region explorada
abarca valores ncgativos de k y valores de z, ma-
yores que z,, para cntender mejor el com-
portamiento de las raices cn la rcgion de interés
(k>0, z<z;). En csta regién se aprecia la exis-
tencia de dos ramas z, y Z,.

Como en ¢l caso discutido en la Ref.[8], se ve
quc partiendo del limite de Neumann k=0 sélo
existe z, hasta que s¢ llega a un valor particular
k* (que depende de ) a partir del cual la segunda
raiz z., se hacc menor que z;, y esta situacién con-
tinda hasta alcanzar el limite de Dirichlet k— oo.

Un hecho intercsante que se observa en la Fig.
1 es la presencia dc dos raices extra pertenccicntes
a la rama z en el intervalo 0 < k < 0,02. Dichas
raices surgen de un comportamiento biestable del
campo X mds complicado que el encontrado ¢n la
Ref. [8], debido a la variacién conjunta dcl campo
Y. Esta caracteristica estd prescnte para valores
pequefios de Yy y desaparece para valores ligera-
mente supecriores a Y = 2, dado que la tendencia
obscrvada es que z, crezca y z, decrezca al au-
mentar .

Aparte del tipo de estructura estudiado &s posi-
ble considerar los siguicntes casos:

a) l1a regién I cubre todo el intervalo (0 sea X=X,
en -z, < z < z;). Este caso corresponde a la exis-
tencia de la solucién z, con lzl>lz;| cuando
0<k<k*. Para k=0 es la solucién homogénea de
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Neumann como en Ref.[8];

b) solucioncs de tipo periédico, cn que se alternan
regiones I y 1I. Este tipo de soluciones, en simili-
tud a lo hallado en Rcf.[8], deberian ser incstables
y dejar de existir a partir de algin valor finito de
k (quc depende dc ).
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Figura 1: Dependencia de z, con k para y=2 y
z,=3. Para favorecer la comprensiéon del compor-
tamiento de las ramas z, y z., se muestran tam-
bién los valores de z.>z;, asi como valores nega-
tivos de k; k* es el valor en que z,=z,. Los valo-
res anotados z,~2,95 y z,~0,40 corresponden a
k=3.

221519

Figura 2: Forma de soluciones comrespondiente a
k=3 en la Fig. 1. Se espera que (X,,Y,) sea la
solucién estable y (X,, Y,) sea inestable.

CONCLUSIONES

Se ha considerado aqui una versi6n unidimen-
sional y lincal por tramos del modelo de Fitz
Hugh-Nagumo en un intervalo finito, para estudiar
los efetos de las condiciones de contorno sobre la
formacion y estabilidad de perfiles estacionarios.

Las condiciones de contorno impuestas son las
llamadas "de albedo", que indican la posibilidad
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de reflectividad parcial y permiten interpolar entre
los 1imites de Dirichlet y Neumann. Existen nume-
rosas posibles aplicaciones de este tipo de resul-
tados relacionados con problemas biolégicos, mé-
dicos y computacionales®.

Para extraer conclusiones es necesario discutir
previamente la estabilidad de los patrones encon-
trados: para ello sc estd realizando un andlisis de
estabilidad lincal. En contraposicién con el caso
de una componente ¢s altamente no trivial (si es
siquiera posible) encontrar aqui una funcional del
tipo de Lyapunov. Como es usual’, se considera
una pequefia perturbacion alrededor de la solucién
estacionaria y se llega a un problema temporal de
autovalores. La estabilidad del patrén estd directa-
mente asociada con la positividad del espectro

Como en Ref.[8] es posible encontrar una ex-
presion implicita cerrada no resoluble por métodos
analiticos directos, pero que, usando métodos nu-
méricos, permite discutir la estabilidad para un
gran conjunto dc valores de los pardmetros, tarea
que se lleva a cabo en la actualidad. Se espera que
(como cn Ref.[8]) 1a rama z, sca la cstable y 1a z,
resulte inestable,
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