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Utilizando el método inverso recientemente propuesto por C.Borzi et al, es posible generar soluciones de tipo
onda solitaria en sistemas reaccién-difusién unidimensionales y de una componente. Mediante ¢l estudio numérico
de las colisiones entre dos de tales soluciones, investigamos ahora la posiblidad que éstas tengan carécter
soliténico. El anilisis estd basado en un esquema de aproximacién por diferencias finitas a las ecuaciones ho -
lincales de evolucién. _ A ) o

El método inverso y su implementacién numérica son luego extendidos a sistemas de dos componentes.

INTRODUCCION

Los sistemas reaccion-difusion (RD) son siste- -
- (de modo que el sistema es auténomo), obtenemos

mas acoplados de EDP parabdlicas no lineales.

" Por c¢jemplo para un sistema RD unidimensional

(1D) de dos componentes (2C), tendremos:
ut = Dluxx + gl(u’ W) wt = D2 Wxx + g2 (U, W)

ey

dondc toda la alinealidad est4 en g;, g,.

Los sistemas RD modelan una varicdad de
interesantes fendmenos como dindmica de pobla-
ciones, propagaciéon de ondas en medios ex-
citables, formacién de estructura en sistemas bio-
16gicos, cinética quimica, etc'. -

Se ha encontrado que algunos sistemas RD

posecn soluciones de tipo onda solitaria, es decir’

patrones estables que se propagan’ en el caso 1C-
1D se ha propuesto recientemente un método in-
verso®, por medio del cual se pueden construir
cxplicitamente sistemas RD que posecn ondas
solitarias. :

El método inverso funciona como sigue: dado
un patrén de onda solitaria u(x,t) = U(z) con z =
x-vt (v = Cte), que evoluciona segin

-vU,= DU_+ f(U) : )

y es tal que
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Us=h(Uy )

por sustitucién el término no-lineal:
f(U) = -vh - Dh'h _ 4)

y por ende la ecuacién RD a ser obedecida por la
onda solitaria propuesta, que serd estable por cons-
truccion’. .

- Si las soluciones dc onda solitaria elegidas
pueden viajar en ambos sentidos, estonces cs legi-
timo preguntarse si éstas ticnen propicdades solit6-
nicas, o sea si se comportan eldsticamente ante
colisiones. Aunque pueda sospccharse que no,
debido a que los sistemas RD (obviamente disi-
pativos) no admiten una formulacién hamiltoniana
(y por ende no podemos aplicar las herramientas
desarrolladas para sistemas integrables, p.ej., pares
de Lax, dispersion inversa, etc.), hay casos repor-
tados* de evidencia numérica en ese sentido. Noso-
tros investigamos numéricamente esa posibilidad.
En la préxima seccién 1o hacemos para sistemas
de 1C y en la siguiente extendemos el formalismo
a los de 2C.

SISTEMAS DE UNA COMPONENTE
Ilustraremos primeramente nucstro andlisis pro-
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poniendo como patrén de onda solitaria un "esca-
16n" como el de la distribucién de Fermi:

U=0o/(1+AexpBz) )

1) Ecuacién reaccién - difusion.

Usando el método inverso para D=1 obtene-
mos: '

f(U) = Bv-B)U + (B/oy(3B-v)U? - 2 (B/o)2 U*  (6)

Aqui podemos reemplazar v¢>-v siempre que al
mismo ticmpo hagamos la sustitucién B <> -B: es
por eso que elegimos este perfil.

2) Método numérico.

Para simular la evolucion temporal usamos un
esquema explicito de diferencias finitas. Tomamos
o=1, D=1, B=v=10, entonces la ecuacién de RD se
reduce a:

U, = Uy + 2B2(U2'U3) (7)

Con Ja notacién: x = i.Ax , t = j.At, ux,t) = @,
r = At/(Ax) tenemos

., = 1(®, D, ) + (120D, + ZBZ((Dif-(Dif)(At

8)

i+1,j

3) Estabilidad del método numérico’.

El estudio consiste en tres etapas:
a) Andlisis para la ecuacion de difusion u=u,,:
Si escribimos [Cb]j+l= T[(D]j, la condicién de esta-
bilidad RE(T)<1 (RE: radio espectral 0 méximo
valor absoluto de un autovalor) vale siempre que
1<1/2. Para nuestros valores: Ax=0,01, At=1073,
r=0,1 estd ascgurada.
b)Tamaiio de la correcion no lineal a (a):
El término NL es importante s6lo en la regioén de
transicion (de ancho B™).
Si 0 < @ij < 1 Vi,j (condicién que fue monitoreada
durante toda 1a evolucién) entonces

(NL/lineal) ~ 5x10* / 8x10" = 6,25x10* <<1

¢) Andlisis de estabilidad para €l esquema numé-
rico completo:

Dado que el término NL en (8) es siempre positi-
vo, iterando: T°[®];, < [®@];,, vemos que la esta-
bilidad numérica no estd garantizada a priori para
el esquema completo. Sin embargo, ésta queda
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asegurada al dar una cota supcrior estable para
[®@];.,, 1o que es posible para nuestros pardmetros.

En restimen, para los valores elegidos (r=0,1) el
esquema numérico resulta estable, dado que estd

- acotado por encima y por debajo por cotas que

son estables ante iteraciones.

4) Resultados.

Primeramente hemos simulado la evolucién
temporal dc una onda solitaria del tipo de 1a ecua-
¢ioén (5) con la condicién inicial:

u(x,0) = {1+exp[10(x-10)]}™ ©)
y las condiciones de contorno u(0,t)=1, u(20,t)=0,
logrando un frentc de onda que se propaga con
v=10, Av<0,1. Luego, hemos simulado un proceso
de colisi6n entre dos ondas solitarias, usando la
condicién inicial;

u(x,0)={1+exp[10(x-10)]} '+{ 1+exp[-10(x-20)] } *
10

y la condicién de contorno u(0,t)= u(30,t) =1. El

proceso de colisién puede ser dividido en 3 etapas:

1) evolucién "libre™: el solapamicnto entre ambos
pulsos es despreciable, y cada uno se mueve
como si ¢l otro no existicra;

2) ctapa de intcraccién: los dos pulsos interactiian
fuertemente, distorsionando el perfil original;

3) caso estacionario: para t>0,6 obtcnemos la solu-
cion u(x,t) - 1, que es una solucién analitica del
problema estacionario.
A conclusioncs similares conduce ¢l andlisis del
perfil:

U = of(n/2)-arctg (Bz)] 11

al que corresponde

f(U) = -2(of)sen® (U/o) + afv.sen® (U/o) (12)
que ticne también simetria v,f <> -v, -B. El ané-
lisis de estabilidad numérica es similar. También
lucen cualitativamente similares los perfiles en la

evolucion, y en particular vale 1o dicho para las
etapas (1) - (3).

SISTEMAS DE DOS COMPONENTES:
Extendemos en esta seccion el método inverso
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delincado en Rcef.[3] a sistemas de dos com-
ponentes. A partir del sistema (1) y suponicndo
como antes u(x,t)=U(z), w(x,)=W(z) con z=x-vt y
U,=h,(U,W), W, =h,(U,W), resulta:

g, (UW) _ h,,+v htl |h
g, (UW) h,, h,,+v] " |h,

Consideramos como ilustracion el siguicnte
patrén de onda solitaria:

(13)

U = a.sech’B?z , W= a.thPz (14)

Los correspondicntes términos no lineales en (13):

g,(U,W) = 2BvUW / o - 4B*°UW¥o. + 2B°U%/o
(15)
2,(U,W) = - BvU + 2B°UW/o

Son invariantes bajo los cambios simultdneos:
v,p ¢ -v,-B. Explotamos este hecho para obtencr
ondas quc, obedecicndo 1a misma ccuacion, viajen
en dirccciones opucstas (y pucdan cntonces cho-
car). El andlisis de cstabilidad no lincal para csic
caso ¢s similar al anterior v 1o omitimos.
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Figura 1: Detalle del proceso de colision para el
perfil (14). La unidad de tiempo en el calculo es
At = 2,5.10°. La configuracion de equilibrio es
U=0,W = -1,

Los valores tomados cn este caso para 1os pard-
mctros son a = 1, B = v = 10. Aunque los pulsos
se aniquilaron finalmente entre si, aparccicron al-
gunos rasgos no triviales cn el proceso de colisién
quc vale la pcna cstudiar més dcicnidamente. En
efecto, en las ctapas finales dcl proceso de coli-
si6én y lucgo que los dos pulsos correspondicntcs
al campo U sc hubicron fundido en uno solo, rea-
parecieron nucvamentc dos pulsos quc s¢ man-
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tuvieron durante algin tiempo a la misma distan-
cia (fig.1) aunque decrecicndo cn amplitud hasta
desvanecerse (lucgo de esto se fue desvaneciendo
también el pulso del campo W). Nos mucve Ja
esperanza de que imitando el proccdimicnto de
Tuckwell® serfa posible encontrar ondas con caric-
ter solit6nico.

CONCLUSIONES

Hemos extendido ¢l método inverso de la ref.
[3] a sistemas de 2C: ésto nos permite proponer
perfiles dc onda solitaria para ambas componentes
que son, por construccion, solucién ecstable de un
sistema RD. Ademds del interés intrinseco de csta
extension (podemos ahora abordar problemas tipo
excitador-inhibidor), nos mucve cl propésito de
contar con una mayor ¢lasticidad al analizar el
problema de la colisién: cn cfecto, en el caso 1C
el conjunto de perfiles con simctria v,p <> -v,-B
era limitado, en cambio para sistemas 2C ¢s ma-
yor.

Hemos desarrollado un método numérico csta-
ble quc permite estudiar 1a intcraccion de perfiles
de onda solitaria de modo de determinar su com-
portamicnto antc colisiones. S¢ busca ahora genc-
ralizar ¢l método a sistcmas mds complejos que
los RD, cs decir, con términos NL de tipo deriva-
tivo

RECONOCIMIENTOS
Estc trabajo ha sido realizado con apoyo parcial
del CONICET.

REFERENCIAS

I. Meinhardt, Models of biological pattern forma-
tion. (Acadcmic Press, 1982) M.Mimura y
Yamaguti, Adv.Biophys. 15, 19 (1982). A.
Hodgkin y A.Huxley, J.Physiol. 117, 500
(1952).

2. C.Borzi, H.Frisch, R.Gianotti y J.Percus, Radi-
tion Effects and Defects in Solids, 111 and 112,
119(89); J.Phys.A: Math.Gen. 23, 4823 (1990).
C.Borzi y H.Wio, preprint 1C/90/48.

3. H. Tuckwell, SIAM J.Appl. Math. 39, 310
(1980); Scicnce 205, 493 (1979). H. Roter-
mund, S.Jakubith, A.von Ocrtzcn y G.Erl,
Phys.Rev.Letl. 66, 3083 (1991).

4. A.Scott, F.Chu, D.Mc.Laughlin, Proc. IEEE 61,
1443 (1973).

5. G.Smith, Numerical solution of partial differen-
tial equations (Clarendon Press, Oxford, 1978).

TUCUMAN 1991 - 66



