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Se investiga €l problema de la solubilidad de la ecuacion de Schrodinger para potenciales periédicos que podrian
ser de interés en fisica del estado sélido. Los potenciales considerados se obtienen como extensién analitica de
las familias asociadas a los potenciales de Morse y Poschl-Teller hiperbélico consideradas en un trabajo previo.
La determinacién de los bordes de banda en los potenciales se reduce a un problema puramente algebraico.

La ecuacién de Riccati modificada ha probado
ser de utilidad para construir modelos solubles cn
mecdnica cudntica ", Siguicndo dicho enfoque e
introduciendo mapeos u(x), en trabajos ante-
riores®* hemos analizado la familia de potenciales
asociadas a los potenciales de Morse (con u(x)=¢
¥} y Poschl-Teller (con u= cosh(x)).

En ecste trabajo estudiamos un potencial  V(x)
periédico que depende de cuatro parimetros {x, A,
M, N}:

1)

V (x) = b2 o?f w(x-1)

2m 1 sin*(oux)

AA-1)
cos?(oux)

- 21? cos(4ox) +

+2N2N + K + A + 1) cos(20cx)} ,

miembro quasi-exactamente soluble de la familia
asociada al potencial exactamente soluble de Pos-
chl-Teller, transformacién andlitica x—ix de por
medio®€. De ahora en més y sin pérdida de ge-
neralidad adoptamos 2m = h = 1.

El dominio fisico depende del signo especifico
de x(x-1) y A(A-1). Sin embargo, de la expresién
del potencial sc ve que el intercambio de los pard-
metros K = A es cquivalente a una traslacién
x=x+7/o. Por lo tanto, de 1os nueve casos posibles
s6lo cinco (sélo seis) son relevantes cuandon = 0
m = 0).
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Si x(x-1) > 0 0 M(A-1) > O el potencial tiene ba-
rreras impenctrables y s6lo admite estados ligados
y las funciones de onda se anulan donde
V(x)—>+ee. Si, en cambio, x(xk-1)<0 y AMA-1)<0, l1a
ecuaciéon de Schridinger admite soluciones de
Bloch de la forma y(x)=¢™ ¢(x) con ¢(x)=¢(x+a)
donde a es el pardmetro de red igual a 2ot o o
segiin el producto KA(k-1)(A-1) sea igual o distinto
de cero respectivamente.

En cl esquema de Riccati modificado ®* escri-
bimos las funciones de onda.

dx
. Cu;N) exp (r duG(u) ) .

(2)

dondc u = u(x) €s un mapco adccuado tal que (a)
el factor polinomial C(u;N) = IV, (u-u)=
N ¢ u ticne en cucnta todos los ceros de la
funcién de onda y (b) la componente regular de la
derivada logaritmica G es una funci6n racional en
u con primitiva explicita, de tal forma que la fun-
cién de onda tiene forma cerrada en u.

Insertando la expresion (2) en la ecuacién de
Schrodinger y definiendo y = (d/du) In | du/dx "7,
obtcnemos la ecuacion de Riccati modificada

g ofdu)
V(x) - E [dx]

-2 46 3N Gw)-G) _(

_G+.___+22 y%%g

du =
que permite construir el potencial a partir de N, la
funcién G(u) y ¢l mapeo u(x) apropiados. En par-
ticular, el potencial (1) resulta de 1a eleccion

(3)

u-u.
J
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= _1( @2 +r , (1/2) +x Y _
G) 5 [ o e ) n4)
u = cos(20x) .

Las autofunciones y autoenergias asociadas estdn
dadas por: '

Y(X;N) o (u-1)¥%u+)¥%e™ C(u;N)

E = (12(2N + K + }\,)2 - (5)

- -;oﬂ“n2 + zlloczn(K -k +2c.) .

y corresponden a ondas estacionarias. Siguiendo el
andlisis desarrollado en la Ref.( [7], Ch.5 (.35,
p.118) de caida en un pozo del tipo V(x)~-x?,
debemos restringimos ak =00k >1/2yA=00
A>1/2.

Para especificar completamente los autoestados
resta por evaluar C(u; N). Reemplazando las ex-
presiones para el potencial (1) y la funcién de
onda (5) en la ecuacién de Schrodinger se obtiene

d’c dC
2-1)—+ 2nu? +(x+A+Du +H(K-A-21)|— -
(u )duz [ nu” +(x Ju +(x n)]du

C=0.

E +2N nu—-l(1<+k)2 1n2+ n(k-A)
4 2 (6)

A.Elcason = 0.

En este caso la ecuacién diferencial (6) para
C(u) es la hipergeométrica. Su tnica solucién
regular (compatible con el el ansazz polinomial) da
lugar a

W(x;N) o sin%(ax) cos*(ax) 2 F, .
)

.(—N,N+K+X;K+—;; sinz((xx)]

E=02(2N +A +1?2. (8)

No hay ninguna restriccién sobre N, que puede
tomar valores N = 0,1, ...,ee,

En el caso confinante obtenemos todos los esta-
dos en forma cerrada y en particular cuando x(k-1)
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> 0 y AMA-1) > 0 se recuperan los resultados co-
nocidos para el potencial de Poschl-Teller gencra-
lizado.

En el caso no confinante, los estados obtenidos
corresponden a bordes de banda. El resto de las
autofunciones se pueden escribir en términos de
hipcrgeométricas no rcgulares (no corresponden al
ansatz polinomial para C(u)). Es posible obtener
también expresioncs cerradas para la relacién de
dispersion E(k) y por lo tanto para la velocidad de
grupo y la masa cfectiva de la particula. En par-
ticular, si A(A-1) = 0 y x(x-1) < O recupcramos el
potencial de Scarf ®,

B. El cason # 0.

La ecuacién diferencial (6) puede reescribirse
como un problema de autovalores para los coefi-
cientes del polinomio C (u;N)B4,,

N
2 H o = Eq , 8=01,.N, O
k=0

donde los tnicos elementos no nulos de H;y son

H

LI-1

= -160°n(¢ - 1 +N),
H, = 8o +cA) + o (20+A)*, 10)

H,,, =40%0 + I)(x - A +41) ,

11+l

H

1142

= 4o’ +2)(0 + 1) .

Expresiones explicitas para las funciones de onda
y energias puedcn obtencrse hasta N=4, y para N
mayores s nccesario diagonalizar numéricamente
el sistema (9).

Si x(x-1) > 0 y AMA-1) # O el potencial es con-
finante y las funciones de onda resultantes tienen
n nodos (0 < n < N) y corresponden al estado base
y a los N primcros estados excitados. En cambio,
si x =0 (x=1) y AMA-1) > 0, obtenemos los pri-
meros N+1 estdos pares (impares). Finalmente,
cuando el potencial es periédico no confinante
dichas N+1 autofunciones corresponden a bordes
de banda.

Cabe destacar que mientras las funciones de
onda (5) estdn definidas por el conjunto de valores
de N, x y A, el potencial (1) depende de x(x-1),
A(A-1) y ademds de (2N + x + A) cuando 1} # 0.
Por lo tanto, conjuntos distintos de pardmetros {1,
A" y N'} que conducen al mismo potencial pueden
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. asociada all mismo sistema, y asf con una simple
reparametnzam(’)n de las funciones de onda se
pucden gcncral diferentes autofunciones del mismo
hamxltoman'o Esto es particularmente relevante

1
I dar lugar a mds de una ecuacion dlfercncml 6)
I
't

T T R T

' cuando K(K-l) = MA-1)=0, en cuyo caso recupera-
.most.lel potenmal quasi-exactamente soluble dis-
jf: cutldo en lﬁs Refs. [3,4,6] con sus 2N+1: o 2N+2
" primeros estados solubles. v
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