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En este trabajo desarrollamos un formalismo BRST para la dindmica clasica. Una caracteristica de este enfoque
es que junto con la evolucidn de los grados de libertad del sistema explicita también la de los campos de Jacobi
correspondientes. A partir de este formalismo se construye un esquema operatorial, en el cual el hamiltoniano es
un operador de Fokker-Planck en un espacio ampliado con variables de Grassman. Una aplicacién fisica de esta
extensién formal se relaciona con la determinacidn de los exponentes de Lyapunov para sistemas no deterministas.

I. INTRODUCCION

Existen multiples cjemplos que muestran la
conveniencia de plantear un sistema fisico en un
espacio méas amplio que el definido por sus grados
de libertad. Entre ellos podemos mencionar la
formulacién canénica de la dindmica en un espa-
cio fase o la descripcién covariante de teorias de
calibre. Otro ejemplo reciente y tal vez menos
conocido es la descripcion de la mecénica clasica
por medio de integrales funcionales.

Una caracteristica muy interesante de esta teoria
es la aparicién de una simetria BRST que pcrmite
relacionar caracteristicas topoldgicas con infor-
macién dindmica relevante .

El resultado anterior es el motivo por el cual en
este trabajo nos proponemos reformular directa-
mente a la mecdnica cldsica como una teoria
BRST. En la Seccién I vamos a considerar la
dindmica descrita por un sistema dc ecuaciones de
movimiento de primer orden

1)
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definidas en un espacio M, y las trataremos como
relaciones de vinculo sobre el espacio de Orbitas.
Desde esta perspectiva aplicamos el formalismo
BRST para replantear la dindmica en un espacio
extendido. En ella se manifiestan ahora a igual
nivel la evolucion de los grados de libertad del
sistema y de los campos de Jacobi correspon-
dientes. La tcorfa resultante posce, por construc-
cién, una simectrfa BRST. El hamiltoniano ex-
tendido es el paréntesis de Poisson de la carga
BRST (conservada) y una carga fermi6nica relaci-
onada con la anti-BRST. S6lo cuando el espacio
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M es una varicdad simpléctica ambas cargas son
conjugadas y la tcoria ¢s supersimétrica.

En la Secci6n III, a partir de este formalismo
cldsico extendido efectuamos una '"cuantizacién
canénica", donde ¢l operador hamiltoniano resulta
identificado con el operador de difusién de la tco-
ria original. En estc sentido el formalismo BRST
es una generalizacion de 1a versién de Liouville de
la mecénica clésica, donde el hamiltoniano "cuin-
tico" BRST toma ¢l rol dc un operador de Liouvi-
lle. En particular, cuando M es una varicdad de
Riemann dicho hamiltoniano estd intimamente
relacionado con el operador de Fokker-Planck,
donde la matriz dc difusién se identifica con el
tensor métrico del espacio, g*.

II. FORMALISMO BRST LAGRANGIANO

M contiene todas las Orbitas posibles para un
conjunto dado de grados de libertad, que podemos
considerar como correspondicntes a una tcoria de
calibre (trivial). Las simectrias que dcfincn esta
teorfa son el conjunto completo de transfor-
maciones puntuales locales en dicho espacio. La

"dinédmica para un sistema cldsico en particular estd

representada por un conjunto de 6rbitas en la vari-
edad M que satisfacen ciertas ecuaciones, y en
este sentido se puede interpretar como una fijacion
de calibre de la teorfa trivial mencionada anterior-
mente.

En primer lugar es necesario construir un lag-
rangiano que incorpore la fijacion de calibre que
define una dindmica particular, o sea a las "rela-
ciones de vinculo" (1).

Considerando a las ecuaciones de movimiento del
sistema
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como las rclaciones de vinculo que definen las
Orbitas, podemos incorporarlas a una formulacién
variacional introducicndo d coordenadas de Stiick-
elberg auxiliares. Asf el sistema qucda descrito por
el lagrangiano

L =b ¢ -1/2b, g® b, ; 3)
el significado del tensor simétrico regular g scrd
cvidente més adelante.

La extension BRST que corresponde al lagran-
giano (3) es:

L =b, (f) -

4)
-1/2b, g®b, -, & +Cfyc,

donde f,* es la decrivada covarianic del campo
vectorial f* y ¢ y ¢, son variables de Grassman
con nimero fantasma opuesto. Las ecuaciones de
movimiento son:
. — ab " -
X, =f +g°b, b, =

a

. - b -
¢ =fyc® T =f,C .

En particular, las ecuaciones de movimiento para
c* coinciden con las ecuaciones correspondientes
para los campos de Jacobi de x* (1).

Las transformaciones BRST que dcjan in-
variantes a este conjunto de ecuaciones son:

ox* =¢* , 8c* =0
8¢, =b, , &b, =0.
Se pueden distinguir dos sectores de soluciones:

b, =0,
b, #0,

¢ =0
ba = gab q)b

Si considcramos el scctor bosénico de esta teorfa,
es inmediato verificar que las soluciones del pri-
mer scctor coinciden con las de la teoria original
(1), mientras que las solucioncs del segundo sector
las contienen . En el primer scctor la carga
BRST es nula, mientras que en ¢l scgundo sector
tenemos Q = b, ¢®. En cste tltimo sector podemos
desarrollar un formalismo BRST no trivial, donde
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las condiciones de borde invarianies BRST asegu-
ran que el scctor bosonico corrcsponde efectiva-
mente a la dindmica deflinida por (1).

II. EL FORMALISMO CANONICO
Y SU VERSION OPERATORIAL

De 1a ecuacién de movimiento que proviene de
Ia derivada lagrangiana con respecto a b, podemos
explicitar algebraicamente esta variable y por lo
tanto eliminarla del lagrangiano P\. Los momentos
canoénicos para las variables restantes son:

p, =&, ¢ .% =¢,,n =0. )

Las dos tltimas ecuaciones dan lugar a vinculos
de segunda clase y como resultado de ello tene-
mos finalmente el hamiltoniano de Dirac P

Hypsr = 172 g7p,p, +

6)
+pf +c®. fucl,

Realizando una "cuamizacic’)n canoénica" de esta
teoria
d )

_

p, = -D T, —
ac?

a ’ a

donde D, es la derivada covariante, el operador
hamiltoniano resultante ¢s:

A, =12 ¢ D, D, -Df +

8
¢ O L +afs. ®
ac?

o. parametriza la dependencia en el orden adoptado
al construir el operador. Si 1o ¢legimos tal que o =
0 , este hamiltoniano corresponde al operador de
Fokker-Planck supcrsimétrico ), con la matriz de
difusién dada por la métrica g® asignada a M.

Para hacer cxplicita la estructura BRST sub-
yacente podemos escribir este operador en térmi-
nos de la carga BRST, Q = p,c* y una carga fer-
midnica no conscrvada, Q, rclacionada con la car-
ga anti-BRST Q = p,g™c,:

(9)
Q =¢ (g%, +2f) =Q +2tv.Q¥,

y asf tenemos:
Q cs el generador de las transformaciones siguien-
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(10)

tes:

={Qx} = g%,
={Qc) = '
-={Qct = g%, .

dp, =1Q.p} =

En general no es una carga nilpotente:
0.} = 4m 7, g%f

y por lo tanto no se conserva:

Q= {HBRST’Q} =
= g"“[frjtb Cfrea * LD, -

12y
ftbpa)] .

S6lo es una constante de movimiento, y generador
de simetrias, cuando f* = g® V,. Para tener un
“hamiltoniano supersimétrico es necesario satisfacer
una condicién ain mds restrictiva: el sistema debe

ser determinista, o sea M debe ser una variedad

simpléctica en lugar de serlo de Riemann.
IV. CONCLUSIONES

Los resultados obtenidos con este formalismo
coinciden con la extensi6én formal de la descrip-

cion de procesos estocdsticos por medio de la
introduccién de variables tipo Grassman.
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ayn

Como un cjemplo de su aplicacién podemos men-
cionar la relacién entre los autovalores del estado
base en los sectores con distinto nimero de Grass-
man y los exponentes de Lyapunov™’. En otro
trabajo desarrollamos en particular el caso de sis-
temas deterministas y encontramos las cotas que
resultan para los exponentes de Lyapunov a partir
de 1a dimensién de los subespacios del estado base
con diferente nimero de Grassman®®).
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