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Una caracteristica interesante de la formulacién con integrales funcionales de la dindmica hamiltoniana es la
aparicion de simetrias BRST y anti-BRST. Ellas dan lugar a clases de cohomologia de Rham asociadas al
subespacio de autoestados nulos del hamiltoniano extendido. En este trabajo mostramos cémo la dimensién de
estas clases (los niimeros de Betti) dan cotas para los exponentes de Lyapunov del sistema dindmico considerado.

Recientemente se ha replantcado la mecénica
cldsica hamiltoniana en términos de integrales
funcionales "), El formalismo resultante satisface
una simetrfa BRST que permite una conexion
directa entre ciertas caracteristicas topologicas y
propiedades ergddicas de los sistemas cldsicos. En
lugar de especificar a la dindmica por medio de
las ecuaciones de movimiento que corresponden a
una cierta accion S, csta formulacién se basa en la
integral funcional™

z =I Dx 8(x=x) , (1)

donde x(¢) son las soluciones de las ecuaciones de
movimiento '

)‘(a = P abH D a,b = 1,---,n (n par) ’ (2)

La distribucién declta en la integral garantiza que
s6lo las soluciones clésicas contribuyen. Intro-
duciendo coordenadas auxiliares bosénicas (b,) y
fermidnicas (¢ T,) la integral Z puede expresarse
en un espacio de configuracién extendido (x.b,c,t)

Z = [ Dx Db Dc Dc exp(iS,) @

El lagrangiano que corresponde a la accién efecti-
vaS§,es

L =b(* - o® 3,H) +
4
+ &%, + C,0™ 9,0 Hc' ,
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Es importante remarcar que las coordenadas
fermidnicas ¢” satisfacen las mismas ecuaciones de
movimiento que los campos de Jacobi dc las Or-
bitas x“(z). Esta tcorfa satisface simetrias BRST y
anti-BRST, con generadores

= M = & b
Q=cb Q=c 0®b,. )
Los momentos canénicos estdn dados por las
siguicntes expresiones:

paEaL =ba’ &aEaI: =0’
ax? op

i E§.I:.=(__‘, s nz§£=0,

a aéa a a aéa

que dan lugar a vinculos de segunda clase. Estoé
conducen al hamiltoniano de Dirac que define a la
teoria canénica en el espacio extendido:
(6)
H=p o dH -7 o ddH .

A partir de este hamiltoniano se puede desarro-
Ilar una version operatorial ™, en forma totalmente
similar a una cuantizacién canénica, haciendo:

NN

) X : act

)
p, =

con lo cual ¢l operador hamiltoniano resultante es:

F(= o® (3,H) 9, + c*@, ™ 3 H) g_ :
Ca

®
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Este es un operador de Liouville supersimétrico; y

asf esta cuantizacién genera una versién Super-
simétrica del formalismo de Liouville para la me-
cénica cldsica. La "ecuacién de Schrodinger” co-
rrespondiente es la ecuacién de difusién para un
sistema dindmico determinista.

Las coordenadas ¢? se identifican con los cam- "

pos de Jacobi 8x“"7. Esta identificacion nos per-

mite asociarlas con los difcrenciales . Existe un

difeomorfismo & entre el espacio de las Orbitas -

cldsicas M, y el espacio fase N,,. Los campos de
Jacobi son elementos del espacio cotangente T*M,
isomorfico a T*N por &. Por lo tanto hay una
relacién uno-a-uno entre 0x° y dx“, y de aquf entre
¢® and dx° Por otra parte C, transforma como
d/ac?, 1o cual implica que corresponden al espacio
tangente. Finalmente el tensor w® define un i-
somorfismo entre el espacio tangente y el cotan-
gente. Esta correspondencia permite identificar las
cargas BRST (Q) y anti- BRST (Q) con la deriva-
da y coderivada respccuvamcme del dlgebra ex-
terior de formas:

Q=cd, ¢ d=do*d

Q=¢, 0", © d*=-(-D"CP xdx,

®

donde * es el operador de Hodge. En este con-
texto el hamiltoniano % se identifica con claridad
con la derivada de Lie con respecto al campo vec-
torial f*= 0™9,V: : e

fFCl»-f‘a +cf’a a0
ac®

g

y la evolucién temporal de un estado caracterizado
por '

PP =p?, et .
dada por el transporte de Lie con respecto al cam-
por f:

9, Pu.q =i i Py -0°€8 P,
(12)
En estc contexto las cargas supcrsnmémcas
pueden considerarse
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Qgugy < d, = e ¥dePH
Qqsy © d; = ePd'ePHt

y de aquf resulta :
. (13) |
H' =tH =[d, d/]1, .

BRST

Existe una relacion entre los autoestados de H,

. con energfa cero y las clases de cohomologia de

Rham™. En primer lugar considcremos los niime-

ros de Betti de orden p, BP(M), que son la dimen-

si6n de las clases de cohomologia de rango p. Los

clementos de esta clase son p-formas armoénicas, y :

por lo tanto B®(M) da una cota. inferior para la i

dimensi6n del espacio de dichas p-formas. * '
Por.otra parte, la Ec.(13) implica que 1o$ auto-

vectores nulos de H, son p-formas arm()mcas del

operador laplaciano V :

- . (14)
V,o =(@dd’ +dd) @ =0

‘pero las clases de cohomologia de d, son p-fofmas

armonicas, y por 1o tanto son también autovectores
nulos de H,. )

Los nimeros de Betti del dlgebra exterior d,
son constantes de movimiento, por 10 que pode-
mos identificarlas con los nimeros de Betti de 1a
variedad, B®(M). Las p- formas armoénicas de d,
estdn definidas por:

o (15)
AWM =1 A, 3N/ HA(t) =0 }. , )

y asf tenemos finalmente: -

(16)
dim(y (1)) 2 B® (M) .

A
Pero H es un operador supersimétrico y por lo
tanto su estado base tiene autovalor no-negativo
P - P
F0plin > = philPhin > PRin 2 0.

an

Entonces, de acuerdo a la Ec.(lé) tenemos:
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}

B‘P’(M) = O = prin20,
| Il

I
|
|
|
I Fl
i -3
:>pmm—0. ;

20

,] i» 1B(P)(M) > 0
[ B !

Exxste otro dcsarrollo formal que sc conecta
‘con 10 antenor En la formulacién supcrsimétrica
- de una dmémwa estocédstica los autovalores in-
fenores dcl"opcrador de difusién en los diferentes

’ sectorcs de Grassman estdn estrechamente relacio-

|
nados a los:exponcmcs de Lyapunov. M4s precisa-

mente; para n variables tenemos n + 1 sectores
con numero fermi6nico 0,1,..., n y n exponentes

de Lyapunov de orden uno B,

b ; !
|l:,l | 01202?!..._
! ;
By "
La sumai de los p mayores exponentes de Lya-
punov es el exponente de Lyapunov generalizado

de orden p“ que describe ¢l crecimiento exponen-

c,. 18

- cial medio del volumen p-dimensional en el espa-
' cio tangcntem Es el opuesto al autovalor inferior

' p® del operador de difusién H restringido al sub-

espacio de Ias p-formas

[ p N

: ] =Y 5 = -
1.

L

i=] I }
!| |

19)

: Esta ecuac16n se puede usar para calcular los ex-

poncntcs de Lyapunov de primer orden en térmi-
nos de los autovalorcs p® como sigue:
\1 : r
fo
l ;:| (‘51 =~ pmin s
L

j = APt _ P
i - ; qP = Pmin Prin

| @)

f

Vp>1.
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Finalmente, si consideramos las restricciones
sobre los autovalores minimos de H dadas por los
nimeros de Betti, obtenemos los siguientes rangos
para los exponentes de Lyapunov:

BOM) = 1 A BeDM) = 1 = cp =0,

BPM) 2 1 A B®M) =0 = 6,20,

B®M) =0 A B(P'l:)j(M) 21=0,=0,

BPM) =0 A B®Y(M) =0 no hay cotas .

En conclusién, hemos probado que la for-
mulacién con integrales funcionales de la mecéni-
ca hamiltoniana da una caracterizacién topologica
de los signos de los exponentes de Lyapunov (ex-
cepto cuando los nimeros de Betti para las clases
de cohomologfa de rango consecutivo son ambos
nulos), y por lo tanto una caracterizacion de las
propiedades de estabiliﬁdad para un dado sistema.
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