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En un intento por caracterizar a las propiedades electromagnéticas de las particulas masivas de spin 1/2 Foldy
propuso modificar a la ecuacién de Dirac acoplando al campo electromagnético a través de una seric infinita de

términos.

En este trabajo, partiendo de un principio variacional, obtenemos una ecuacién de Dirac acoplada al campo
electromagnético con los tres primeros términos de dicha serie.

Mostramos que la misma puede ser utilizada para obtener las las correcciones radiativas de la QED en el marco
de la teoria de una particula. El limite no relativista de dicha ecuacion es discutido en detalle.

INTRODUCCION

Los datos obtcnidos de la scrie de experimentos
iniciados por Naffe, Nelson y Rabi, ' y por Lamb
y Retherford, ? fueron considerados por la mayorfa
de los fisicos como una de las prucbas més acaba-
das de la reformulacién de la QED producida en
los finales de la década del 50. No obstante, desde
entonces han aparecido varios trabajos *'° que
intentan explicar de dinstintas maneras la fenome-
nologfa relacionada con las correcciones radiati-
vas. En este contexto se inscribe el presente traba-
jo, cuyo propésito es demostrar que los principios
generales de invariancia relativista y de gauge,
permiten desarrollar un modelo alternativo para las
correcciones radiativas del electr6n en un campo
exterior en ¢l marco de la teoria de una particula
(primera cuantificacién). Mostrarcmos que si bien
dicha descripcién gana en simplicidad respecto de
1a basada en el formalismo usual de la QED, el
precio que dcbemos pagar a cambio es in-
crementar en dos el nimero de pardmetros que
caracterizan a las propiedades electromagnéticas
del electr6n. M

2. POSIBLES MODIFICA CIONES
AL LAGRANGIANO DE LA QED

2a-Ideas Generales

Pauli'*" fue el primero en notar que los prin-
cipios de invariancia relativista y de gauge junto
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con el principio de correspondencia, no dctermi-
nan univocamente la forma del Lagrangiano de la
Electrodindmica:

LQED=l{’iYuau\}’_elPYp\PAp_ (1)
~m V¥ - 1/4 PF, .

Entonces sum¢d al mismo un invariante formado
por la contraccién de 1a densidad de spin lil(*)“’ N7

con el tensor de campo electromagnético F,; como
sigue:

L

pauti = Lgep ¥ 2 uB\Pcm YF, ) @)
para tener en cuenta la posibilidad de describir
particulas de spin 1/2 con momento magnético
anémalo (neutrén y protén); ya que, como es sabi-
do, el limite no relativista’* de la ecuacién que se
deriva del Lagrangiano (2):

¥.(19, - eA)¥ =
Tl n 3)
=mY¥ + (2) Po*F, ¥ ,

es la ecuacion de una partfcula con momento mag-
nético (1+) Ug.

Algunos afios después Foldy retom¢ las ideas
de Pauli. Sin embargo, para ese entonces la ecua-
ci6n (3) resultaba incompleta para caracterizar a
las propiedades de los nucleones, a causa de que
la teoria de los mesones agregaba un término de
Darwin intrinseco a dicha ecuacion en la forma:
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y“(iau—eA“)\P =m¥ + (Y/2)u,0"F, ¥ +

+ (ke/m?) y* OA .

C))

En este contexto, Foldy" se pregunt6 cudl era
el término mds general que podia agregar a la
ecuacion Dirac, y para contestar a esa pregunta
formuld las siguientes hipotésis®:

H,) que la ecuaci6n sea covariante Lorentz e in-
variante de gauge,

H,) que la interaccion sea lineal en los potenciales
electromagnéticos,

H,) que los términos agregados no se anulen en el
limite en que ¢l impulso de la particula tienda a
Cero 'y

Hy) que las distribuciones de carga y corriente
asociadas con la particula de Dirac sean suficiente-
mente localizadas.

Este conjunto de hip6tesis permiti6 a Foldy
modificar la ecuacién de Dirac en la forma:

YH(i9 )Y =mY¥ + g[any“D“Ap +

+ (1/2) o*°OPF, ¥
=m¥ +ey*A, +ey'OA, +

+ (R/2)HFyy +...

(3)

donde hemos puesto los primeros coeficientes de
la serie en términos de las constantes adimensiona-
les e, k, x en la forma:

80 =e, 81 = ke/m2, ©6)

Ho = XMy = xe/2m,

para identificar a la ecuacién (3) con la (4).

En trabajos posteriores, Foldy™ aplic6 este re-
sultado a la interpretacion de las propiedades elec-
tromagnéticas de los nucleones, con referencia
particular a la interaccién neutrén-clectrén. Tres
afios m4s tarde, Salzman ' y Low también ob-
tuviercn el resultado de Foldy (ecuacién(5))usando
el formalismo de matriz S.
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2c¢- Nuestro modelo

En esta seccion proponemos discutir un modelo
para describir las correcciones radiativas en el
marco de la teorfa de una partfculoa. Tomaremos
un principio variacional como punto de partida, ya
que el mismo tiene la ventaja de que de €l se pue-
den derivar las ecuacioncs de Dirac y de Maxwell
simultdneamente. Teniendo como base las idcas
desarrolladas en la scccién anterior, vamos a con-
siderar nuevamente la modificacion del Lagran-
giano de la QED, pero ahora haciendo las siguien-
tes supocisiones:

H,) la densidad Lagrangiana debe ser un escalar
de Lorentz

H,, e invariante de gauge,

H;, supondremos que las ecuaciones resultantes
deben ser lineales

H,) y que la densidad Lagrangiana es de primer
orden en los campos ¥ y A",

H,) y H,) son escncialmente la hip6tesis H, de
Foldy con la diferencia de que é1 mismo no hace
uso explicito de H,) en su trabajo. También es
remarcable que debido a H,), no vamos a con-
siderar términos pscudo-escalares en la densidad
Lagrangiana.

Por ejemplo, ese cs el caso de la expresién

Py’c*°YF,, @)
estudiada por Salpeter y Feinberg,'® la cual per-
mite dotar de momento dipolar eléctrico al elec-
trén.

En definitiva, si nos atenemos al conjunto de
hip6tesis H,) a H,), entonces ¢s posible probar que
los unicos invariantes que podemos agregar al
Lagrangiano dc la QED son:

PoHo ¥F,, , (8a)
3,(¥y° W)F,, , (8b)
‘i’}'SGM "PF;G , 8c)

8d)

3, (FYY ) Fpo .

Notese que los dos tltimos son omitidos por Fol-
dy, ademds de que, como consecuencia de H,) la
serie de Foldy se trunca en los primeros términos.
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que serd

tos:

suficiente para nucstros propdsi-

Lo =Lgg, ~/2) 1 ¥ 0" ¥ F, +
)
+k(e/m?) o* (¥ y* W) F,, .

Variando la accién correspondicnte a la den-
sidad Lagrangiana (9) respecto dc ¥ y A, po-
demos obtener respectivamente la ccuacion (4):

Y* ap—eAu)‘P =m¥ +

*U) py o F, Y+ (103)
+k (e/m?) (% Fo.v ¥,
y las ecuaciones de Maxwell
aoF’“ = Jé , (10b)

donde J;* es la corriente de Noether correspon-
diente al Lagrangiano generalizado L. La nueva
corriente contiene a la corriente de carga de Dirac
més dos corrientes adicionales que provienen de
los invariantes agregados. Su expresion es la si-
guicnte:

Bo=[1 o+ (omdO B o+, 100)

donde J}* y J* son las corrientes de carga y de
spin respectivamente:

J=e¥y, ¥, (10d)

3 = xpy, 9, (¥ o™ ¥), (10e)

ambas conservadas, como puede verificarse facil-
mente usando sus respectivas definiciones, la e-
cuacién (10a) y su adjunta de Dirac.

A pesar de que cada una de las ecuaciones (10)
es lineal, apecnas combinamos las mismas para
resolver el sistcma de ecuaciones diferenciales
acopladas, nos encontramos con una ecuacion
integrodiferencial no lineal. Efectivamente, en el
gauge de Lorentz, podemos usar la funcién de
Green del d'Alambertiano para rcsolver las ecua-
ciones de Maxwell (10b):

en donde hcmos agregado A, en (11a) para tener
en cucnta a las fuentes externas de campo, lo cual
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Au(x) = Aselfu(x) + Aexlﬂ(x) - (11a)

=[ D) g, () A% +A,,,, (%)

OD xx") =8 xx'), (11b)

hubiese correspondido a sumar un término del tipo
-J A, al Lagrangiano (9). Entonces, reemplazan-
do (11a), tenemos

Y0, - eA,) ¥ (x) = m¥Y(x) +

extyL

+ (U/2) 10" F o ¥ (x) + (12a
+ k(e/m?) (Jexm) P +
+M XY ®,
donde en
M) =y, [ D (x=x) ¥(x) 2

¥, Y& d'x +0 (@) ,

hemos agrupado los términos no lineales prove-
nientes de la autointeraccién, siendo O(o)
las contribuciones de mayor orden en la cons-
tante de estructura fina.
Barut’® y colaboradores han mostrado en una
serie de trabajos que del primer término de (12b)
se siguen las correcciones radiativas del electrén
en un campo clectromagnético cxterior. Nosotros
hemos intentado conectar el formalismo de Barut
con las formulaciones standard de la QED. Aun-
que nuestros cdlculos son todavia preliminares,
creemos que es posible establecer una conexion
directa entre el mismo y la formulacién del opera-
dor de masa de Schwinger.">*
Los resultados anteriores indican entonces que si
queremos modclar las correcciones radiativas con
el agregado de nuevos términos al Lagrangiano de
la QED, deliberadamente dcbemos omitir 1a auto-
interaccioén (12b), lo que equivale a considerar que
en dicho Lagrangiano so6lo figuran los campos
electromagnéticos externos y que estos dltimos no
son variables dindmicas. En lo que sigue omiti-
remos los subindices . ¥ . sobreentendiéndose
siempre que se trata de campos y fuentes ex-
teriores.

Queremos seflalar aqui, anticipdndonos a los
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resultados de la dltima seccién que, identificando
a los pardmetros m y e con la masa y la carga
renormalizadas respectivamente:

m=m,_[1+Go/2n)In(A/m,, ] , (13a)

a=¢e =(,).
(13b)

AL -[(ey) /301 In[M%/(m,,, )1}

y eligiendo los siguientes valores para k y %

k = - (o/3m) [1 '
. (o/3m) [In (m/2k ) + (130)

+5/6 -3/8 - 1/5],

X = 0o/2r , (13d)
la ecuacién (10a) es de primer orden en «, la e-
cuacion de Dirac del electrén "vestido" después de
haber efectuado las correcciones radiativas® m,,,,
Y €pe SON la masa y la carga no renormalizadas y
A y M son dos pardmetros de corte que evitan las
divergencias ultravioletas. El k,, que figura en la
expresion (13c) es otro pardmetro de corte que
previene la catdstrofc infrarroja, expresado en
forma tal que permite un empalme directo del
limite no rclativista de la ecuacién (10a) con ¢l
resultado de Bethe para el corrimiento Lamb.*

Antes de pasar a discutir este punto, en la sec-
cion siguiente vamos a examinar el significado de
los términos agregados en el Lagrangiano, toman-
do el limite no relativista.

3- EL LIMITE NO-RELATIVISTA

La ecuacién (10a) admite una forma Hamil-
toniana:

iog¥Y =Hg ¥, (14a)
con
H; =fm +E +0, (14b)
donde en
(14c¢)

E=e@ -xu,p6.E +k(e/m*>)V.E ,
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0 =0.. 7 +ixp, ¥ .E +k(e/mHa.J , (14d)

hemos agrupado el resto de los términos pares (E)
¢ impares (0) del Hamiltoniano H,. Ahora nuestro
prop6sito es separar la ecuacion (14a) en una e-
cuacion de dos componentes, una de las cuales
describa los estados de energia positiva (electrén).
Para ello efectuamos una transformacion de Foldy-
Wouthuysen-Tani, % eliminando asi las partes
impares del Hamiltoniano. Después de algunos
cdlculos pucde verificarse que la proyeccion del
Hamiltoniano en la rcpresentacion de Foldy (Hg)'
(al orden (v/c)®) sobre el subespacio de energias
positivas de la particula libre cs:

= AHYA, = m+(/2m) -

Guonerel
- (r*/8m°) +ep - uy(1+y) 6.B -
- (e/8m? (1+42y) .

. (V.E+26.Exft +i6.VXE) +
+ ke/m? (V.E) +

+ (ke/2m’) [a.®,0.T], +..., (15)

donde

A, =1B)2, (16)

es el proyector sobre los estados de energia en la
representacién de Foldy de la particula libre, cuya
expresion coincide con la del operador que pro-
yecta sobre la parte par en represcntacion de Di-
rac.

Una inspeccion sobre 1a expresion (15) muestra
que el acoplamiento de Pauli, ademds de modificar
el momento magnético normal del electr6n, tam-
bién contribuye al término de Darwin y a la inte-
raccion spin-Orbita, la cual, como cabia esperar,
solo se ve afectado el factor de Thomas™ en la
parte que corresponde al momento magnetico nor-
mal.”” También aparece una contribucién adicional
omitida por Foldy (el dltimo término de (15)), que
discutiremos en un proximo trabajo.

4- CORRECCIONES RADIATIVAS

Como es sabido la QED prcvé un desplaza-
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miento de los niveles de energia que resultan de
aplicar la ecuacion de Dirac al dtomo del hidrége-
no. Dicho desplazamicnto pucde descomponerse
en dos partes que tienen las siguientes ex-
presiones®®:

OEg, = (¢*/3nm’)[ In (m/2k ) +

+19/30] { s IV2qls ) + (17a)

+ e¥/4nm? ( s 16.1r'dg/ drls ) ,

8Egq, = (2¢%3m) ): I{s1rls')P

. (E,E,’ In m/2 | E-E) +

+(€/3nm) In 2k /m) (s | Vo ls),

(17b)

donde los valores medidos se calculan utilizando
las funciones de onda no relativistas (nétesc que
sumando ambas expresiones se elimina el pardme-
tro d corte K, ,)-

La dltima de ellas c¢s la principal contribucién
del corrimiento Lamb; es de cardcter esencial-
mente no relativista y fue deducida originalmente
por Bethe” en el afio 1947 utilizando los métodos
de la vieja teorfa de perturbaciones. La primera
expresion representa a las correcciones relativistas
a la formula dc Bethe, las cuales intentaremos
modclar por medio de las modificaciones que in-
troducimos en las secciones anteriorcs al Lagran-
giano de la Electrodindmica. En cfecto, utilizando
¢l Hamiltoniano (15) especializado para el caso
particular del campo producido por ¢l potencial de
electrostdtico del 4tomo de hidrégeno, con las
constantes k y % que anotamos en (13), ¢l célculo
a primer orden en teorfa de perturbaciones con-
duce a la expresion (17a). Reciprocamente, si no
conocieramos los valores de k y % que da la teo-
ria, el cdlculo anterior hubiera conducido a un
corrimiento:

SE,, = (e/8m?)(2)-8k) (s1 Vopls)+
+ey/2m? (s | 6Ir'de/dr s ),

(18)
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que, contrastando con los datos experimentales,
nos permitiria hallar los valores numéricos de las
constantes adimensionales k y .

A falta de otra explicacion teérica, hubiésemos
pensado que dichas constantes, que caracterizan a
las propiedades electromagnéticas, podrian ponerse
en pie de igualdad con la masa y la carga del elec-
trén, 1o que prueba una vez més que el nimero de
constantes universales que adoptamos hoy dia no
es otra cosa que una medida de nuestra ignoran-

cia.X®
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