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Establecemos relaciones de tipo termodindmico entre i) el grado de deslocalizacién en el espacio de
fases, ii) la medida de informacién de Fisher, y iii) la entropia candnica de Shannon para el oscilador
arménico cudntico unidimensional. Esto provee un nuevo punto de vista tanto en el significado de
la medida de Fisher como en el cardcter de las relaciones de incerteza térmicas.
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We establish thermodynamic-like connections among i) the degree of phase-space delocalization,
ii) Fisher’s information measure , and iii) the canonical Shannon entropy for the one-dimensional
thermal quantum harmonic oscillator (HO). This yields some new insights both into the meaning
of the Fisher measure and into the character of thermal uncertainty relations.
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I. INTRODUCCION

Muchos trabajos se dedican actualmente a una variedad
de aplicaciones fisicas de la medida de informacién de
Fisher (I) (Véase, por ejemplo, [1-5]). Frieden y Sof-
fer [1] han mostrado que la medida de informacién de
Fisher provee de un poderoso principio variacional, que
conduce a la mayoria de los Lagrangianos candnicos de
la fisica tedrica [1, 2]. Ademds, I provee una caracteri-
zacién interesante de la “flecha del tiempo”, alternativa
a la asociada a la entropia de Boltzman [6, 7]. También se
puede replicar la estructura de transformada de Legen-
dre de la termodinamica, sin cambios, si uno reemplaza
la entropfa de Boltzman-Gibbs-Shannon S por la medi-
da de informacién de Fisher I, de modo tal que el uso
de la medida de Fisher permite el desarrollo de una ter-
modindmica que parece ser capaz de tratar situaciones
de equilibrio y de no-equilibrio, de manera similar a la
convencional [4]. Desentranar las multiples facetas de la
informacién de Fisher y sus vinculaciones a la fisica es
actualmente un tépico de amplio interés.

Continuando con un trabajo anterior [8] de dos de los au-
tores, exploramos la termodinamica de la deslocalizacion
en el espacio de las fases para una distribucién de Husimi
en el caso de un oscilador armoénico, y su coneccién con
la medida de Fisher. Hasta donde sea posible, usaremos
la notacién de Anderson y Halliwell [9].

La formulacién de la mecénica cuintica en el espacio
de fases mas elaborada, es la debida a Wigner [10]. A
cada estado cudntico se le puede asignar una funcién
en el espacio de las fases (la funcién de Wigner).
En algunos casos esta funcién puede alcanzar valores
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negativos, lo que la inhabilita para una interpretacion
probabilistica. Esta particular limitacién fue superada
por Husimi [11]. La mecénica cudntica puede ser comple-
tamente reformulada en términos de las distribuciones
de probabilidad de Husimi [12, 13]. En la presente
comunicaciéon enfocamos nuestra atencién, siguiendo
a Anderson y Halliwell [9], en la descripcién térmica
del oscilador arménico (OA) y su deslocalizacién en
el espacio de las fases a medida que su temperatura crece.

En la seccién II revisamos algunos aspectos fundamen-
tales de la descripcién del ensemble candnico del OA
desde el punto de vista de los estados coherentes [9], y
discutimos algunas ideas relacionadas con la medida de
informacién de Fisher. En la seccion III, exploramos sus
propiedades termodindmicas con respecto a la desloca-
lizacion en el espacio de las fases. También revisamos las
relaciones de incerteza térmicas. Finalmente trazamos al-
gunas conclusiones en la seccién IV.

II. NOCIONES PRELIMINARES
Estados coherentes y distribucién de Husimi

Anderson y Halliwell [9] analizan las distribuciones
mecanocuanticas en el espacio de fases en términos de
los estados coherentes |z) del oscilador arménico, autoes-
tados del operador a [14, 15]

Hy = hwlata+1/2]; a = i(2hwm)™2p + (mw/2h)' /24
2z = (z/o, +ip/op)
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z = (mw/20)Y 2z +i(hwm/2)"'/?p
= 2/ +ip', con 2’ ==x/20,; p =p/20,
or = (h/2mw)'?; o, = (hmw/2)Y?; 6.0, =h/2. (1)

Las varianzas o estan evaluadas en el estado fundamental
del OA. Los estados coherentes generan un espacio de
Hilbert, constituyen una base sobre-completa y obedecen
la regla de completitud [14]:

d2z dzdp
[SE e = [ G sl

2 = dR(z) dS(z) = 92
2h
Una cantidad importante es pu(x,p) = (z]p|z), la funcién
distribucién “cldsica” asociada a la matriz p del sistema.
La funcién u(x,p) se normaliza de la siguiente forma

dpdx dz’ dp/ ro
= —_ 1
/ ok ,U/(.’E,p) / = ,U,({E ,p) ’ (3)

y usualmente se la conoce como distribucién de Husi-
mi [11].

Tiene particular interés aqui discutir el caso de equili-
brio, representado por la distribucién canénica de Gibbs,
donde la matriz densidad “térmica” estd dada por

p=2"te M, (4)

= da'dp’. (2)

con Z = Tr(e PH), la funcién particion, y 8 = 1/kpT,
donde T es la temperatura y kg es la constante de Boltz-
mann (que haremos igual a uno de aqui en adelante).
Particularizando para el OA, con autoestados |n) aso-
ciados a los autovalores de energia

E, = hw (n+;>, (5)
se tiene
(2lole) = 5 3" e | (elm)l? (6)
con "

-
|(z|n)|2 = Te =1 ) (7)

de modo que la distribucién u queda [9]
~ — w —(1— lfﬁhw 2
M(l‘,p) = <Z|p|2’> = (1 —e Bh )e (1—e E . (8)

Transcribimos a continuacién, para referencias futuras,
expresiones bien conocidas del OA para la entropia S,
la energia media U, el calor especifico Cy, y la funciéon
particién Z [16, 17]

hw — Bhw
S =B — —n{l—e Phey

hw hw hw
v= [2 * Wi—l] =5t
hw 2
Cy = —B*(9U/9B), = LgmﬁJ e

InZ = 75%” —In{l — e A}, (9)
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Medida de informacién de Fisher

Esta importante medida de informacién fue la adelanta-
da por R. A. Fisher en la década de los veinte del siglo
pasado (Para un estudio detallado, véase [1, 2]). Consi-
deremos un “escenario” # — x en el que tenemos un sis-
tema especificado por un pardmetro fisico 8, mientras que
X es una variable estocéstica (x € RY) y fa(x), la densi-
dad de probabilidad para x (que también depende de 8).
Uno hace una medicién de x y tiene que hacer, con esta
medida la mejor inferencia posible acerca de 0. Llamamos
a esa estimacion 6 = é(X) 1, Qué tan bien puede deter-
minarse 07 La teorfa de la estimacién [18] establece que
el mejor estimador posible §(x), después de examinar un
nimero muy grande de muestras x, sufre un error medio
cudrético e? de 6 que obedece una relacién que involucra
la I de Fisher, Ie? = 1, donde la medida de informacién
de Fisher es de la forma

10) = /dxfe<x>{W}2,

1) = <{alnaf§(x)}2>f

Este “mejor” estimador es el llamado estimador efi-
ciente. Cualquier otro estimador exhibe un error medio
cuadrético mayor. Todos los estimadores deben ser in-
sesgados, deben satisfacer (#(x)) = 6. La informacién de
Fisher tiene una cota inferior: no importa cudl parametro
del sistema uno elija para medir, I debe ser mayor o igual
que la inversa del error cuadrético medio asociado con el

experimento. Este resultado,

Ie* > 1, (11)

(10)

es conocido como la cota de Cramer-Rao [2].

Un caso particular de gran importancia es el de las fami-
lias traslacionales [2, 3], o sea, funciones distribucién cuya
forma no cambie bajo desplazamientos en 6. Estas fun-
ciones distribucién son invariantes frente a corrimientos,
y para ellas la informacién de Fisher adopta una forma
mas simple [2]

2

I(invariante desplaz.) = / dx f(x) {Blnaj;(x)} .

(12)
La medida de Fisher es aditiva [2]: Si « and p son varia-
bles independientes I(z,p) = I(x) + I(p). Note que para
§ = 7 = (z,p) (un punto en el espacio de las fases),
nos encontramos con una situaciéon de invariancia por
corrimiento. Puesto que al definir z en términos de las
variables  y p, éstas estan en unidades de sus respectivas
desviaciones estandar, la medida de Fisher asociada con
la distribucién p(z, p) = u(r), serd de la forma [3]

_ dpdx
1= [ P iy A
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_ e [Onua) ] o [9lpp )]
A = aw[ O + o, op (13)

Dada la expresion (8) para u, I llega a ser
I,=1—¢P"w = 0<1I. <1, (14)

de lo que de inmediato se sigue que [8] I, ele(ﬂ,w) =1,
de modo que la medida de Fisher construida con la dis-
tribucién de Husimi es la més adecuada para estimar la
“posicién en el espacio de fases” |z|. La estimacién efi-
ciente es posible para todas las temperaturas [8]. Final-
mente, a partir de la ecuacién (14) podemos reformular
la expresién para p, (8) de una manera Gaussiana

pu(z) = I e~ 17127, (15)

con el méximo en el origen. Vemos que I, controla tanto
la altura como la dispersién (~ [2I,]71). Surge asf una
interpretacién original de la medida de informacién de
Fisher: el control de la localizaciéon. Note también que
dI; dI; dB = hw _g,

dT ~ 4B dT ~ T2 ’

(16)

de modo que la informacion de Fisher decrece exponen-
cialmente a medida que crece la temperatura.

III. DESLOCALIZACION EN EL ESPACIO DE
FASES

(Cémo es que nuestra distribucién Gaussiana pierde “lo-
calizacién” en el espacio de fases a medida que se inyecta
energfa y/o temperatura en nuestro sistema? En vista de
las consideraciones anteriores, definimos, por convenien-
cia un factor de deslocalizacion en el espacio de fases, D
como

D =1/I, = 1<D<

dln D > Bhw
T hwp® e D. (17)

Para la tasa de crecimiento de la energia de excitacion
con T' (9), tenemos,

dE

— =Cy. 18

=0 (18)
Si volvemos a las ecuaciones (9) y miramos la expresién
para la entropia, veremos que es posible reescribirla en la
forma

S = pE—Inl,=FE+InD
% = —B*E+ BCy + hwB?e P D
~ dE dlnD
=Bt g P (19)

Aunque es tentador hacer la interpretacién “macroscépi-

”

ca

S=S(E,D), (20)
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Figura 1: S, BE y InD, en funcién del parametro adimensional
t=T/hw

el tercer término del lado derecho de (19) lo prohibe,
puesto que da cuenta de la “correlacién” C = dS/dT —
[BdE/dT + d1ln D/dT) = —3*E entre las cantidades D y
FE, que no son realmente independientes: un incremento
en S no es simplemente la suma de incrementos en D y
E. De todos modos, de acuerdo a la primer linea de (19),
la entropia es aportada de modo tal que parte de ella se
origina en la energia de excitacion, y la parte restante
es aportada por la deslocalizacion en el espacio de fases.
Note también que para ( suficientemente pequeiio, (T
suficientemente alta), términos de sequndo orden en (3
pueden despreciarse, en consecuencia, D y FE llegan a
“desacoplarse” y es vélido (20). En tal caso, tiene sentido

escribir
oS oS
b= <6E>D = (aD)E 1)

lo que da otro significado a la medida de Fisher. La figu-
ra 1 muestra S, SE y InD, en funciéon del parametro
adimensional ¢t = T'/hw.

Incertezas “térmicas”

Enfoquemos ahora nuestra atencién en las variables
reales del espacio de fases x, p (no 2’, p’) y comencemos
con los resultados obvios: (z), = (p), = 0. Se demuestra
en [8] que

dpdx 20?2
(AH;C)Q = <x2>H:/ oy xQM(%p): p——m

202
(AMP)Q = <p2>u = 1_6%7
h
A, = ApzAup = = LA, =h (22)
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La “localizacién” en el espacio de fases es posible con las
distribuciones de Husimi, sélo hasta f. Esto debe com-
pararse con las incertezas evaluadas de una marea pu-
ramente cuantica, sin usar las distribuciones de Husimi.
Apelando al teorema del virial, [16] se puede afirmar facil-
mente que 8]

2Ax Ap

= A, = T o Fha

(23)
Cuando 3 — oo, A, es dos veces el minimo valor cuantico
para AzAp, y A, — I la celda minima en el espacio de
fases. Los resultados cuantico y semiclasico coinciden a
altas temperaturas. Finalmente, se verifica facilmente [8]
que las relaciones de incerteza de Heisemberg, adquieren
el aspecto

1 E 1 E
F(B,w) = Az Ap= {Auﬁ-w} =5 [hD#—w} ,

(24)
siendo gobernada por una funcién de incerteza térmica F,
de modo que para T variando en [0, 0], el rango de val-
ores posibles de Az Ap, es [h/2,00]. La ecuacién (24) es
una relacién de incerteza térmica de “Heisemberg-Fisher”
(para una discusién acerca del concepto de incerteza
térmica, véase por ejemplo, [5, 20, 21]). F(8,w) crece tan-
to con E como con D. El resultado usual %/2 se alcanza
para D minimo, y para energia de excitacion cero. Para
dF/dT, a diferencia de lo que ocurre con dS, se puede es-
tablecer F' = F(E, D), puesto que 2dF = hdD +w ™ 'dE.
Se puede escribir entonces

B), 5 ),
oD /), 2 oF ), 2w

dédndole una apariencia termodindmica a la funcién de
incerteza F' que arroja nueva luz sobre el significado de
h y w. Los incrementos en dF' de la funcién de incerteza
térmica F son de dos tipos i) de la energia de excitacién

que aporta una contribucién Cy /w y ii) del factor de
deslocalizacién D.

V. CONCLUSIONES

Nuestro estudio de la deslocalizacién térmica en el es-
pacio de fases ha arrojado algunos resultados interesantes
que pasamos a enumerar: hemos
1) provisto de una forma Fisher para la distribucién de
Husimi (Ecuacién (15)),

2) conectado la dispersién de la distribucién Gaussiana
de Husimi con la medida de Fisher y definido una canti-
dad qtil, el factor de deslocalizaciéon D,

3) demostrado que la entropia S se puede expresar enter-
amente en términos de la energia de excitacion F y del
factor de deslocalizaciéon D,

4) demostrado que para temperaturas suficientemente al-
tas, las variables “macroscépicas” de las que depende la

37 - ANALES AFA Vol. 17

entropia, son ciertamente E, y D,

5) en ese régimen, la informacién de Fisher se comporta
como un “calor especifico” de deslocalizaciéon (Ecuacién
(21)),

6) introducido una funcién incerteza F' que se comporta
como un potencial termodinamico y es una funcién de la
energia de excitacion E y del factor de deslocalizacién D,
7) La constante de Plank puede “leerse” como la deriva-
da parcial de F' con respecto a D a F constante. El creci-
miento de la incerteza por unidad de deslocalizacién es
justamente R

Estos resultados estan restringidos al oscilador arménico.
Sin embargo, éste es un sistema tan importante, que cons-
tituye mas que un mero ejemplo. Actualmente es de par-
ticular interés para la dindmica de atomos bosénicos y
fermidnicos contenidos en trampas magnéticas [22-24],
como asi también para cualquier sistema que tenga nive-
les equidistantes en la vecindad del estado fundamental,
como nucleos, o liquidos de Luttinger.
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