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Estudiamos la reaccién bimolecular imperfecta 4 + B — B en sistemas unidimencionales utilizando un modelo de
Galanin. Obtenemos resultados analiticos en todos los rangos de tiempo para los siguientes casos: 1) La especie
absorbida difunde en presencia de trampas fijas. 2) La especie absorbida esta fija (blancos), en presencia de
trampas que difunden. 3) Ambas especies difunden. Estos resultados muestran buen acuerdo tanto con

simulaciones numéricas como con resultados asintdticos ya conocidos para tiempos largos.

L. INTRODUCCION

El estudio de sistemas en los cuales dos espe-
cies de particulas sufren una reaccién irreversible
en un régimen gobernado por difusion ha sido
objeto de estudio intenso por mas de una década.
Uno de los motivos de tal interés ha sido el hecho
de que la evolucién de las densidades obedece a
una cinética "anémala". Si bien se han obtenido
pocos resultados exactos para tales sistemas, se han
encontrado comportamientos asintoticos mediante
métodos analiticos o numéricos que muestran el
apartamiento del comportamiento exponencial del
decaimiento de las densidades!-

En el presente trabajo indicaremos los princi-
pales resultados de los estudios realizados sobre un
sistema unidimensional de dos especies sometidas
a la reaccion® 4 + B — B. Nuestro prop6sito es
utilizar este sencillo sistema para introducir un
esquema analitico flexible (originado en el estudio
de la difusién de neutrones en presencia de un
absorbente movii23 en el estudio de los sistemas de
reaccion limitados por difusion.

Las principales caracteristicas del modelo son:

1. Incluye la posibilidad de reacciones imper-
fectas.
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2. Es el limite continuo de la ecuacién maestra

utilizada en simulaciones.

3. Permite obtener resultados analiticos.

4. Permite analizar tanto el régimen asintético
como los regimenes de tiempos cortos e in-
termedios.

I1. DIFUSION EN PRESENCIA
DE UNA SOLA TRAMPA

II.a EL MODELO

La ecuacién cinética de la densidad de parti-
culas 4 puede escribirse como:

5

D 1) = D, 2 n(x0) =y (x— € (1))(x,1)

1
ot 4 9x?

donde D, es el coeficiente de difusién de las
particulas A4, y es una constante que mide la pro-
babilidad de la reaccidn, y € (t) es un proceso esto-
castico que indica la posicion de la particula absor-
bente o catalizadora o, simplemente, la "trampa".

IL.b CONEXION CON
LA ECUACION MAESTRA

Consideremos un sistema compuesto por una
particula B fija al origen de una red de sitios n, y
por particulas 4 indicadas por o caminando al azar
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y reaccionando con ritmo B al encontrarse con la
particula B. La ecuacion maestra del proceso es:.

YN

N O .

9

SRR e
+7\’P(xn+](t) (2}\'+B8"0) (f)

donde P, ,(¥) es la densidad de probablllaad devla

o-enésima particula en el sitio n.y a tiempo #,"y A"

es la probabilidad de salto. La probabilidad de
absorcion de una particula 4 al llegar al origen al
llegar al origen es p=B(A+B) 1.3 — 0 corresponde a-

una absorcion nula y B— o a la absorcion®
perfecta. .
Se pasa al continuo haciendo A — 0 de modo

: T Y

P RIS A . - -

n(x t) I~ dx'G<°>(x flx’ O)n(x 0=

—yj dt j dx’G‘o) (x t|x t )5(x et ))n(x %)
(5)
donde GOCx,2lx't) es el propagador de la ecuacion
de difusiéon. _
< Iterando multiplicando por 8(x—€(¢)) y to-
mando promedios sobre realizaciones de € (¢) obte-
nemos un desarrollo en serie en que los promedios
pueden desarrollarse con la sola hipétesis de que el
proceso ‘e (¢) sea markoviano. Siendo Wix,x't) la
probablhdad de transicion del proceso € () y P(x,)
su dlstrlbumon inicial tenemos :

2 ;»\1<1

que x=nA, obteniendo

PRI m . . ¥

0
a—P(x t) D 8 P(x t) 'yS(x)P (x 1
Valy o A
donde.. . .., . la. ;
o P
Dp = i A
A——)Ok—)oo.
Y= lim AB
A—0,B—ee
51,0
3(x) = |im
L A—0
TS A TR R

La Ec.(1) se obtiene s1mplemente pomendo )
an €N lugar de &, para el caso de una trampa
moévil: .-y, RIS i

(3R]
t

II ¢ SOLUCION DEL MODELO

LI § 3 DR A

- - Rl SV P

Tomando promedlo sobre reallzacmnes de e(t)
podemos escribir: AL

I I SR P N B oo we
L] a__“., . . . ) r 2 + .- -y
—n(x,t)=D, n(x 1) - yA(x t) 4
ot Ty NS
donde A(x,f) = < (x € (t))n(x’t»_ : especiﬁca
completamente el efecto de, la  reaccion., Para
obtener una ecuacmn que permlta calculan:}a

consnderemos la forma mtegral de la Ec (1)
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}1(&,}) = I;d{’f:o'dx'lG(o)(x,tlx",‘ S 1)

e

. X.L W(ac,tlxd;'O)P(xo)dxo. o

! o0 . - TR YL .
—y jo dt’_[_m dx’GO (x, b x”, YW (et x SN A 1)
Y g (6)
Esta es una ecuacion cerrada para a (x t) cuya
solumon perlmte calcular la solumon del modelo
como:

Looe B0 Ll e

Tt LI e P

n(x t) j de<°>(x t|x t)S(x z)
(7
—yjdtj dx'G(O)(x t|x t)ﬁl(x t)

* . ¥

II.d UNA TRAMPA FIJA

y

LI T T

"Con la pamcula B mmowl en el origen tenemos

W(x t]x t') 0 (x - x') y usando la forma (gau-
ssnana) del propagador G0 obtenemos la densndad

R O PR ,

o h 8 4/)‘(1 ) - A
n(.0) =y~ vj ( it ) (8)

1/47t’D (t=1t)

que puede resolverse transformando Laplace
obteniéndose:- ‘-l et L) w0 ey
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Al considerar"gel limite para Y — o se reobtiene
la soluci6n conocida para una trampa perfecta.

Un resultado 'que se obtiene facilmente en el
presente esquema es la dependencia temporal de la
distancia entre primeros vecinos de la especie 4
(un indicador del grado de segregacion espacial del
sistema). Usualmente se la obtiene mediante la

i
relacion: Jox' n(;@i,t)dx =1 que resulta simple de

calcular en el eséacio de Laplace:

Jy . ) = p*

I
miento a todo tiempo e
resultado asmtotlco conocido

%
(E—J =D (10)

o

, obteniéndose el comporta-

inmediatamente el

x,(t = ) ~
|

k]

ILe PROBLEMjAS DE “BLANCOS”
i

Consxderemos las partidas A4 fijas en el origen y
las trampas B movn]es (los “blancos”). Tenemos
que Go(x,tlx,tﬁ l] &(x - x) y n(x,0) = nydx).
Suponiendo que)el movimiento de los blancos es
difusivo y que _estan distribuidos ,inicialmente al
azar obtenemos en este caso:

n(r)j: noe%erfc(%r%) (1
|

(donde r = ¥2t /. Dy , o. = 2Dgny/y) que tiene el
comportamiento asintético conocido:
i
I ny, -}
n(r >>1)~2-22y /2

o

ILf AMBAS PAERTICULAS MOVILES

(12)

En el caso en que ambas especies difunden
utilizamos la forma completa de las ecuaciones del
sistema, (4) y (6). La funcion de absorcion resulta
ser: '

1
i

!
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- e-x2/4ﬁz

4(D,+Dy) JAnB ¢t

11 2
{—' —oe” ’erfc(om/f)}

A(x,1)=n, .
13)

i
o o
donde o = L—, n, es la cantidad de
,/S(D +Dy) ‘
particulas 4 y D}, Dg son los coeficientes de difu-
sién. La evolucion de la densidad (global,
integrada sobre x' ) de la especie A4 esta dada por:

n(t) ;—- n, e” erfc(a«/?) » (14)

que tiene el comportamiento asintético esperado:

1 (19)
i .

En la Fig. 1 se muestran resultados simulados

numéricamente y las correspondientes curvas tedri-

cas para sistemds con un solo atrapador f' jo 0
movil.

N _,'
n(t) — o %

100
"U 4
[ 3
-
=,
5
o DA=DB=1
104 | ;
1 . .
- - = - Simulacion
Teorica
4 | \
3 2 PRI S S TS 1 PR B S | n n it i)
10_2 2 3 4 104 Z. 3 4 100 2 3 4 100
tiempo

Fig. 1: Evolucion de{la densidad de la especie 4 en presencxa
de una sola pamcula dc la especie B.

II1. SISTEMA CON MUCHAS TRAMPAS

La presencia de mas de una particula de la espe-
cie B produce uh efecto de interferencia, desde el
momento en que una de ellas siente la depresion en
la densidad de 4 producida por otra. La accién
conjunta requlere un esquema mas elaborado, que
puede plantearse extendiendo el sistema de la sec-

cion anterior de l? siguiente manera:
i
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d )
'é;n(x>t) = DA —éx_zn(xat)—

—yz 8(x—e, ())n(x,1)

donde M es el nimero de particulas B distribuidas
uniformemente.

El procedimiento a seguir en adelante es el
mismo que en el caso de una sola trampa: se
escribe la forma integral de la ecuacién (16), se

(16)

multiplica por zzlﬁ(x—— €, (1)), se obtiene un

desarrollo en serie mediante iteracién, y se
promedia sobre las trayectorias de todas las
particulas B para obtener una funcion de absorcion.
El primer término del desarrollo:

T(k,p) =G’ (k, p)[1+YG(k, )W (k, )] (17)
coincide con la contribucién individual de una sola
particula B. Para mejorar esta aproximacion
pueden sumarse términos de la forma

Y (n,T(k, p))°, obteniéndose

I TED) 2 pye
1+vn,T(k,p)

(18)
donde el primer término proporciona una aproxi-
macion manejable para medios “densos”,
indicando ademas que la aproximacion de “sistema
diluido” es valida en el rango de tiempo en que se
verifique ynpT(0,p) << 1.

La evolucién global aproximada por el primer
término de (18) de la densidad de A4 en el sistema
resulta:

A(k,p)=

s
Ny

€
nA(t):—Im(S) Im g erfe(-S7) || (19)
donde
2
S=- Y + Y -Yn,
4Jn(D,+D, \16n(D,+D,)
(20)

En las figs. 2 y 3 puede verse la comparacion de
esta expresion con los resultados obtenidos
mediante la simulacion numérica del sistema.
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Fig. 2: Evolucion de la densidad de la especie 4 en presencia
de una sola particula de la especie B.
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Fig. 3: Evolucién de la densidad de la especie 4 en presencia
de muchas particulas de la especie B, para distintos valores de
la densidad de la especie B.

IV. CONCLUSIONES

Hemos presentado un esquema alternativo para
estudiar la dinamica de reacciones controladas por
difusion. El modelo, aplicado al sistema A+B — B
en una dimension, ha presentado varios aspectos
interesantes: es el limite continuo de la ecuacién
maestra correspondiente utilizada en simulaciones
numéricas; incluye la posibilidad de reacciones im-
perfectas; ofrece la posibilidad de obtener resul-
tados analiticos (exactos o aproximados) en todos
los rangos de tiempo. Hemos mostrado sistemas en
los cuales una sola de las espacies es movil (pro-
blemas de "trampas" y de "blancos"), y sistemas
con ambas especies mdviles. La comparacién con
la simulacién numérica es satisfactoria. Hemos
encontrado la evolucién de la distancia de los
primeros vecinos, ya conocida para el caso de
reacciones perfectas, pero incluyendo la posibi-
lidad de reactibidad imperfecta. Hemos obtenido
resultados aproximados para sistemas "densos" en
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atrapadores, que exhiben buen acuerdo con las REFERENCIAS
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