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Se estudia la propagacion de cuerdas bosonicas en espacio-tiempos de ondas planas exactas, que son soluciones
de las ecuaciones requeridas por la invariancia conforme de la teoria. Se encuentran singularidades en el sentido
de las cuerdas, a pesar de que ¢l espacio-tiempo no las tiene en el sentido de Relatividad General; es decir es un
espacio geodésicamente completo. También se calcula la amplitud de scattering de taquiones en esta métrica y se
analizan sus propiedades asintdticas y la factorizabilidad. Se discuten algunas consecuencias de estos resultados.

L. INTRODUCCION

La escala de Planck es la frontera a la cual una
teoria cuantica completa de la gravedad se hace
necesaria. En efecto, si el campo gravitatorio se
trata como una pequeiia perturbacion, la constante
de acoplamiento: el cuadrado de la longitud de
Planck Gh/c3 tiene dimensiones. Cuando la escala
de longitud de los procesos cuanticos de interés
caen por debajo del valor de Planck, los o6rdenes
superiores de la teoria perturbativa se hacen com-
parables con los inferiores y el desarrollo deja de
ser valido. Esto sucede cerca de una singularidad.

En relatividad general las singularidades se de-
finen en base a particulas de prueba. La mayoria de
las soluciones (interesantes) a las ecuaciones de
Einstein son geodésicamente incompletas en el
sentido que las particulas de prueba no pueden
evolucionar durante un tiempo infinito. Los efectos
cuanticos de la gravedad no pueden ignorarse
cuando la teoria clasica predice una singularidad.
Como la teoria de cuerdas no sufre de los proble-
mas mas graves que afectan a la teoria cuantica de
la relatividad (anomalias, no renormalizabilidad)
resulta natural preguntarse si las soluciones a las
ecuaciones clasicas para la métrica predichas por la
teoria de cuerdas son o no singulares, y si lo son,
como se resuelven en este caso los problemas que
debe afrontar la relatividad cuantica.

57-ANALES AFA Vol. 4

Parece razonable definir singularidad en el sen-
tido de cuerdas de la misma manera que en el caso
de particulas, en base al movimiento de cuerdas de
prueba. Sin embargo, hay soluciones singulares
(orbifolds) en las cuales la primera cuantificacion
de la teoria esta bien definida; por lo tanto diremos
que una teoria es singular en el sentido de cuerdas
cuando los observables fisicos asociados a ella son
divergentes. Las ecuaciones clasicas de la métrica
en teoria de cuerdas estan dadas por la condicidn
de invariancia conforme del modelo ¢ no lineal.
Perturbativamente se reducen a las ecuaciones de
Einstein corregidas con términos de orden superior
construidos con potencias y derivadas de la mé-
trica:

0=R, +0R o R +... (1)

donde o’ es de la escala de Planck. Las métricas
con tensor de Ricci nulo ("Ricci planas™) y con ten-
sor de curvatura mucho menor que la curvatura de
Planck son soluciones aproximadas, cualitativa-
mente semejantes a las de la relatividad general.
Pero en una region cercana a una singularidad,
donde R ~ Rp,,,. las soluciones pueden ser muy
diferentes de las soluciones a las ecuaciones de
Einstein. En particular, existen soluciones singula-
res en el sentido de la relatividad general y también
en el sentido de cuerdas.

Recientemente se ha demostrado! que las ondas
planas son solucion a todo orden en o’, incluso no
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perturbativamente. Esta solucién es interesante
porque los mismos argumentos con los que se de-
muestra que no hay creacion de particulas (la exis-
tencia de un vector nulo convariantemente cons-
tante) pueden usarse para demostrar que no hay
creacion de cuerdas? , fendmeno que deberia discu-
tirse en el contexto de una segunda cuantificacién
que todavia no ha sido formulada. Pero si hay crea-
cién de modos debido a que no se conserva la fre-
cuencia positiva en la hoja de mundo de la cuerda.
La métrica de onda plana tiene la forma:

ds’ =—dUdV+dX'dX, +FU,XHYdU?* ()
donde U=T-ZV=T+ZyX son (D - 2) coorde-
nadas transversales en un espacio-tiempo de D di-
mensiones. Esta métrica es solucion de las ecua-

ciones de Einstein si 92.F = 0. En el caso particu-
lar F(UXY) = W; (U) X' X se llaman ondas planas
exactas o gravitatorias.

Horowitz y Steif> mostraron que una cuerda
que trata de propagarse a través de un frente de on-
das planas singular se excita infinitamente. De
Vega y Sanchez* mostraron que la excitacién es
finita en el caso de la métrica de Aixelburg y Sexl.

II. OPERADOR DE MASA EN METRICA DE
ONDAS PLANAS EXACTAS

En esta seccidon nos restringimos a soluciones
de ondas planas exactas y consideramos la propa-
gacion de una cuerda en primera cuantizacion.
Conviene considerar el perfil de la onda W (U)
como una matriz diagonal sin traza'y que sélo sea
una funcion de U distinta de cero en una region
0<UZ<T, de forma de tener asintoticamente esta-
dos libres de la cuerda usual, es decir que los esta-
dos oscilatorios "in" (U — —o0) se pueden rela-
cionar con los estados oscilatorios "out"
(U — <o) mediante una transformacién de bogo-
liubov.

Consideremos la métrica con F(U,X!) = W(U)
(X2 - Y?2), cuya generalizacion a méas dimensiones
es inmediata. La accidén queda , de esta manera:

1
S==[d’z(-0,U0V +
2 3)
+d,X0° X' +VI/,.J.(U)X'X-’808"U)
y las ecuaciones de movimiento se obtienen de ha-
cer variaciones con respecto a los campos
X*(1,0), siendo T y o las coordenadas sobre la
hoja de mundo:
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d,0°X, %a,-F(U,K)Pz =0 4)

donde se ha elegido el gauge del cono de luz U= P
T, P= cte, que es manifiestamente unitario. Para
métricas de ondas planas exactas la ecuacién (4) es
lineal:

0,0°X, + W, (U)X’ P* =0 5)

i ahora podemos descomponer a X* en modos:
X(o,1)=) X, (1)e" 6)
(7

¥(c,7)= ) 1, (D)e"™

donde X, =X, Y, =Y . Suponiendo que
WU =0paraU<0y U>T,y W(U) = W, = cte
para 0 <U < T, las ecuaciones (5) quedan:

X, +n* X, -W,P’X, =0 (8)

Y +n’Y +W,P’Y, =0 )
que son las ecuaciones de osciladores arménicos
desacoplados. Para U < 0 cada modo se puede des-
componer en osciladores derechos e izquierdos

(10)

u—a

\/_ (an n )

donde u,, y u, son soluciones a (8) de la forma

— —int ~ . int
U, =e i, =e (11)
y de manera similar para Y. Para U> T la descom-
posicion puede hacerse en términos de osciladores

"out" con soluciones v, y U,

i ~
X =—= (b, -b' 12
n 2J’;( n n n n) ( )

que estaran relacionadas linealmente con las

u, y u,. La transformacién de bogo liubov que
relaciona los estados "in" con los "out" es:

b, =A4a, ~Ba

n I? (]3)

b=4,,~Ba, (14)

La transformacion uno para los osciladores de
Y, se obtiene de la de X, cambiando W, — -W,,

De esta transformacion uno puede obtener el

valor de expectacion del operador de numero para

el oscilador n-ésimo en la region "out" si la cuerda

estaba inicialmente en el estado fundamental:
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<Oin| NI I0in> =
= (0inlb;"b; 0in) =| B,

y lo mismo para los osciladores derechos. El opera-
dor de masa en la region "out" sera entonces:

(15)

M2, 42 (b’Tb’+b’Tb) 8 (16)

n=1

que se puede expresar en términos de (V)

(M, )=4Xn(N, )-8

n,i

La convergencia de esta serie es un criterio para
determinar si una solucién es singular o no en el
sentido de la teoria de cuerdas. Podria ocurrir que
una divergencia en la métrica condujera a un es-
pacio geodésicamente incompleto (singularidad en
el sentido de relatividad general), pero que los ob-
servables de la teoria de cuerdas estuvieran bien
definidos®. En este caso las cuerdas estarian evi-
tando la singularidad de la relatividad general, e
decir que serian insensibles a ella. Por el contrario
podria ocurrir que, por ejemplo, el operador de
masa divergiera para alguna métrica que no fuera
singular en el sentido de relatividad general, es
decir lo contrario a lo que sucede en un orbifold.
Veremos que este es el caso cuando se tiene un
perfil deltiforme en la métrica W(U)~8(U), que en
caso de relatividad conduce a geodésicas disconti-
nuas pero completas, y en el caso de cuerdas con-
duce a divergencias en (M?), lo cual podria inter-
pretarse como que la cuerda no puede pasar fisi-
camente la barrera
U = 0. En este limite las fuerza tidales a las que
esta sometida la cuerda con mucho mas fuertes que
la tension de la misma.

Esta divergencia no se debe a que el célculo se
realiza en el contexto de una primera cuantizacion,
porque se puede demostrar que las métricas de on-
das planas no conducen a creacion de cuerdas
usando los mismos argumentos con los que se de-
muestra que no conducen a creacion de particulas®.

Si se calcula el coeficiente |B,|? para un perfil W
(U)=Wgo enlaregion0<U < Ty
W ( U) =0 fuera de esa region, se obtiene exacta-
mente

a7)
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B

n

2 2
2 (l P, sin(n'T))
2 nn

()=4%

n=1t 1

(18)

25 2
[1 P Ssin(n’T) | —8 (19)

es decir, que en general, todos los modos de la
cuerda quedan exitados una vez que esta atraviesa
la onda gravitatoria pero el operador de masa "out"
resulta ser finito, es decir que la suma en la ecua-
cion (19) es convergente para un W, finito.

Podemos analizar ciertos limites, como 7— 0,
con lo cual (M?) — -8 que es el estado fundamental
(taquion) en el que estaba la cuerda antes de atra-
vesar la onda. En cambio si hacemos que la altura
del perfil sea cada vez mayor al mismo tiempo que
el ancho se hace cada vez menor (Wy— oo, T — 0)
pero de manera que el area W, T sea constante, por
ejemplo W, T =1, entonces el perfil tiende a ser
deltiforme: W(U) — & (U); en este caso:

2
(N) = (%) (20)
2 oo
(M2}~ 4(%2) Z%—8 @1

el operador de masa diverge. En este limite no vale
la aproximacion WKB utilizada en ref. 3.
Para un perfil un poco mas complicado y conti-

nuo W(U) =W, / cosh?(oll)
movimiento clasicas también se pueden resolver
exactamente, dando:

, las ecuaciones de

2
4w, P’
cos —,/1————

) 2 o’
= (22)

sinh(zc—’zj
(03

y para Y se cambia W(U) — W,. En este caso se
puede ver que la suma que aparece en (M?) es
siempre convergente con W, y a finitos. En cam-
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siempre convergente con W, y o finitos. En cambio
si Wy —> oo y o0 — oo ( altura creciente y ancho de-

creciente ) de forma tal que 4W, P>/ o.= 1, esto con-
duce a una divergencia en el operador de nimero
que hace divergente al operador de masa, constitu-
yendo otro ejemplo de una divergencia en el sentido
de cuerdas y no en el sentido de relatividad. Si en
cambio pedimos los mismos limites pero ahora con

Wo/2 ,
delta a(U), y el operador de nimero conduce al
mismo resultado que en el caso anterior ( 21).
Conviene anotar que la divergencia de (M?) es un
efecto puramente cudntico, puesto que cldsicamente

los osciladores estan desacoplados ( ecuaciones ( 8 )
y (9)), y la masa permaneceria finita.

entonces la funciéon W ( U ) tiende a la

[II. AMPLITUD DE SCATTERING DE TA-
QUIONES

Es interesante calcular la amplitud de scattering
de taquiones en esta métrica ya que esto puede dar
un criterio adicional respecto de la posible singulari-
dad de la teoria. Como veremos, la integral
funcional correspondiente puede calcularse exac-
tamente. Para poder hacerlo necesitamos integrar
con la exponencial de la accién a los operadores de
vértice responsables de la emisién de taquiones de
momento k". Estos vértices deben cumplir con las
propiedades conformes adecuadas, tener peso con-
forme definido e igual a uno. La ecuacién que debe

verificar el operador de vértice del taquiones 7.

AYU.,V, XY=~k YU,V,X") (23)

es decir una ecuacién tipo Klein-Gordon con

2

2 _ 2 _ » .
ki=—-M*= o Esta ecuacion es valida a orden

o, y el laplaciano tiene la forma:

A=-49,0,+0,0' —4W,X'X'0,  (24)

Sin pérdida de generalidad podemos restringirnos

a cuatro dimensiones, considerando que el resto de

las 26 dimensiones constituye una variedad plana

que no afectan a los célculos que siguen. La
solucién a (23) es:?
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-1

iv_(ppy)?
UV, X' )=~
% ) 2k

kv X+k2Y+k Pyz

exp’

P P

U 2 2
K P Y2 j(k ks )dU

0 Pl 2
(25)

con:
pl(U)=exp(JV‘{>U)

(26)

p,(U)= exP(i\/Wo_U)

que se produce al vértice usual en el espacio plano
cuando W, — 0, es decir la altura del perfil de la
onda gravitatoria tiende a cero, y la métrica tiende a
Minkowski.

La amplitud de N taquiones serd el valor de ex-
pectacion de N operadores de vértice calculada
como la integral funcional

Ay=(VyV,. Vi) =

foupvDX V, ...V, e

y la accién de la cuerda en esta métrica esta dada
por la (3).
Se simplifican los calculos si se hace una trans-

27)

formacién de Lorentz para llevar todos los k9 =0,
excepto para dos de los taquiones:

k=0 i=23,..,(N-1) (28)

K20  i=1LN 9)

La integral funcional (27) puede calcularse fa-

cilmente porque los campos aparecen a lo sumo
cuadréticamente en la exponencial:

-1
A ~det™(8%)det 2 (G¥)A(1,N)
A(1,9) A(N,1)A(q, 1)

(30)

y donde:
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fi (k(l)l\u(N) kDR

A, N)=lzj —z, | = *

‘G((ki”)-“(kimﬁ) )Elnla —le mlg ~ &N l)‘:—"

o (31)
(Izy~zy1 2)L‘”k‘”’+(k“’k‘”’ kPR |§ —E P
!
. i[hl_zN,(“')wi]’” (I-c)E, - ile(kmk(N’ k(l)k(N))
Xe . .
1
i
|
|
(lzl ZN— )
a(l,9) = ]‘I(mlgI gD
X(m|§ -&, I)
A(l)k(q)(] Tlﬁl—éq ) i 1 LI
X(mlz, —z,1) an (32)

i
—m m

(@) (IZl Zy 2 kK@ 12,21 2 PRS- C)
* xe

&P

A(N,q) = A(1,q): donde se cambia &, <> &,y

K o k™ (33)
I
(Ll)/\(fl)
A(l, Q)‘Hl(m@ ) K
Lg=2
i
1w’ 2( L (@ _ (D (@)
LM il(k”k" ,\()kq)
4n 4 (34)
Xe'ﬁ%""' -&, |.(‘(f},\(q)_k(l)L(q))(]_c)

.i

donde se definié g =In L4 |, m=k_\Jo'W, /4n
| Z =2y
y c: constante de Euler.

A partir de esta amplitud se puede conocer el
espectro de masas ide la teorfa estudiando la factori-
zacién cuando, por ejemplo, z, — ¢, que son los
puntos en la hoja:de mundo donde estan ubicados
dos vértices 1-ésimo y q-ésimo, respectivamente?. Es
decir que si | z] —iizq | = lel se puede separar la
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amplitud en un factor divergente le I2¥ por una fun-
cién ®@(lel) regular cuando le | — 0.

d

I
b

<I>I<efe‘> =

J.a’2 € |e|_2n
- Jareld™
A—-21)+2n+2

—Z—2D+2n+2((n') (aa) @l )

donde v ~ kﬁ’) k" y Jos polos corresponden‘ a las

D, (35)

'm!

1 m

masa de los estadés del espectro, que en esta métri-
ca resultan ser las mismas que en el espacio plano.
Es decir que la interaccién de la cuerda con la mé-
trica de ondas planas exactas no modifica los valo-
res de las masas de la cuerda bosénica usual en un
espacio de Minkowski. Sin embargo si se modifican
los residuos de los polos fisicos, que son el producto
de dos amplitudes{ entre los dos taquiones () 'y (q)
con el estado mterimedlo que se intercambia, y entre
estado con el resto de los taquiones. De la forma de
ese residuo puede leerse la estructura que deben
tener los distintos operadores de vértice de las partl-
culas intermedias. |

No queda claro si, el hecho que el operador de
masa sea divergente para ciertas métricas, no esté
indicando que la solucién es inestable, debido a que
podemos pensar que las cuerdas de prueba son
pequefias perturbaciones que no tienen por' qué
mantener la forma de la onda plana. Desafortuna-
damente los teoremas de singularidad de relatividad
general no son de ayuda en este caso para asegurar
estabilidad de las singularidades, porque los
términos que aparecen en las ecuaciones clasicas
para la métrica no siempre conducen a una fuerza
de atracciodn, como la hipétesis en dichos teoremas
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