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Se estudia la condicién para la cual haces de electrones acelerados a encrgias relativisticas e inyectados en una
cédmara de deriva entre electrodos cilindricos equipotenciales desarrollan una inestabilidad, que limita la corriente
maxima que puede fluir radialmente. El umbral de la inestabilidad (de Pierce) correspondiente a electrodos planos
es modificado fuertemente por la curvatura. La corriente limite pasa de variar como L? a ser proporcional a L™,
donde L cs la distancia interclectrédica. Se encuentra que la corriente limite (para radio de clectrodo de entrada
y velocidad de inyeccién prefijadas) es mayor para haces divergentes que para €l caso plano, y que a su vez la
corriente critica de este caso es mayor que la correspondiente a haces convergentes. Se observa que los efectos
relativistas, por su partc, ayudan a obtener corrientes criticas més altas.

INTRODUCCION

Los fen0menos colectivos asociados a haces de
particulas cargadas cn un plasma presentan una
amplia variedad de cfectos. En cstc trabajo con-
sideraremos las condiciones para la cstabilidad de
un haz dc clcctrones fluyendo radialmente entre
dos grillas cilindricas concéntricas cquipotencialcs,
y se discutird 1a densidad de corricnte méxima que
puede fluir entre ambas. Es sabido que un haz
pucde desarrollar una incstabilidad cuando deriva
entre electrodos equipotenciales'™; este fenémeno,
conocido como la inestabilidad de Picrce* es intc-
resante debido al hecho que, cn auscncia de con-
tornos, un solo haz es estable. Estos tcmas han
sido estudiados para el caso dc flujos paralclos
(electrodos planos) y aqui se discutc la extensién
de esos estudios al caso de clectrodos cilindricos.

FORMULACION DEL PROBLEMA

Sea un sistema con simctria cilindrica cn el
cual tenemos un flujo radial dc clectrones. La
velocidad dcl haz es v = -vge, (con v, constanic) y
en el estado estacionario su densidad varia como
n, = n, R/, donde ¢l subindice ccro denota valo-
res del estado estacionario, e, cl versor cilindrico
en direccion radial, n, 1a densidad del haz y n, la
densidad a un radio de emisién o entrada de los e-
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lectrones R,. Se asume la cxistencia de un fondo
neutralizante de iones (formado por ionizacién del
gas residual de la cdmara al pasar los clectrones)
que se supondrd inmovil y de densidad n, de
modo que el campo eléctrico estacionario es nulo.
El sistcma fisico puede ser descripto por la ecua-
cién dc Newton con la fuerza dc Lorentz, 1a ecua-
ci6n de continuidad, y la ecuacion de Ampére-Ma-
xwell. Plantcando perturbaciones radiales ¢n la
velocidad, dv, y densidad del haz, &n; linealizando
las mencionadas ecuaciones, se obtienc

%tF:+4noj]=f(:).

|

donde §; es la perturbacién cn la densidad de co-
rricnte, e y m, la carga y masa del electrén, res-
pectivamente; E 1a amplitud del campo eléctrico,
YV) = (1 - v¥e®2, y=Y(vy) ¥ ¢ 1a velocidad de la
luz. La funcién f(t) queda dcterminada por las
condiciones de contorno. Cabe sciialar que la incs-
tabilidad de una configuracioén "counterstreaming”
cilfndrica, en un sistcma no acotado fue estudiada
por Gratton y Gnavi’. El espectro de modos nor-
males cs sustancialmente difcrente del caso "coun-
terstreaming" plano.

(1)
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~donde se ha empleado 1a ccuacién de Poisson plirﬁ

Las ecuaciones (1) se pucden escribir en'térmi- de las solucioncs de la ecuaci6n homogénea es
nos de las siguicntes cantidades adimensionales ~ | posible construir una solucién particular de la
' mhomogénea dc la forma

y =% N=”(n—n(-,)r' C
vy T m & 7 - E@ =mov Fye® kY, (2,;[)
F=—TE _ .. I, R f:,‘é""‘ % J, Qpye) du -
4nen, R e T
: e : m - "X -k v/
vt _am G [T e i X @uyi) du )
me s B Uo s . o K - ‘
: : " 'Ademds valen las relaciones
f®, vy rei o, |
F(t) = — J1 = d_ (v -8\ -F
4nevym, R, en R v, V) VT & E-F,
de 1a siguientc forma ' | o ' - NG = - %E' , @
R O - I P T
- ('a:_a)""v}*E’ ) I=-vE+F,.
(i -i )1('.—_ __a_!f ',. | (2) -que proVicnch' dc las ccuaciones (2) plantcando
: Ot a&x. N © 7 .para V, Ny Ilamisma dcpcndcnma tcmporal que
- 6. 6 \ L R propuesta en (3) ‘
o & . LA INESTABILIDAD DE PIERCE

EN GEOMETRIA CILINDRICA'

- expresar la perturbacién de la densidad de co- “Se estudian” ahora las condiciones de. umbral

rriente en términos.de la .m]phtud dcl c1mpo clcc- bajo las cuales un haz de clectrones, que ha sido
trico, E, y sc ha dcfinido (1) = 41 e*n/Y,’m como acelcrado a una cnergfa Y, m ¢® ¢ ingrcsa a una
¢l cuadrado dc la frccucnc:a de plasma corres- region cntre clectrodos “equipotenciales (transpa-

pondicnte a.los clectrones: ¢ : } rentes al haz), desarrolla la incstabilidad de Picrce.
.Planteando solucioncs del SISLcma (2) para Vamos a mostrar quc en cl diodo de Picrce
modos normalcs (dcpcndcncm temporal ¢ ) por cxisten otros cstados estacionarios ademdés dc la
ejcmplo | : . solucién de equilibrio con velocidad uniforme
- _ Covx) = Vv, cuyas perturbaciones hemos calculado en
E(x,‘f) = E@) e, @ Ja seccion precedente. Las condiciones de con-
. : o R tomo para las variables de perturbacién del haz
la ecuacién para E(x) rcsulta : - que ingresa a la cdmara de deriva con velocidad
' 2 -v, ¢, y densidad n,, son: perturbacién nula tanto -
(v - _)2 B = v Fo . . cn]lavelocidad como en la densidad de ingreso, y
x5 T se impone ademds que ambos clectrodos estén al
o """ mismo potencial. Por lo tanto
cuya solucién cs - : — W) =
o - e 5 * 1o "1(2“‘/—) L T Ny - d ‘ (5)
Y6 ¥y (2uf)1 +E, o Ex "
Lot . f =0,
3 5 X

| parucular de la ecuacién mhomogénea Pamendo

donde c, y c2 ‘son conslantcs y E es una solucion T
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donde x; = R/R..
Las soluciones estacionarias (v = 0), con velo-
cidad no uniforme deben satisfacer a la relacion

FQux) = J2p) Y,2p V%) -

- Yo(2) Jy@u v3) = 0

(6)

que surge de anular cl determinante que asegura la
compatibilidad del sistcma de ecuaciones lineales
y homogéncas corrcspondientes a las condicioncs
de contorno. De esta rclacion sc deduce que e-
xisten infinitos parcs (W,x) que corresponden a So-
luciones estacionarias, Estas, dc acuerdo con la
solucién ya obtenida para E(x), son dc 1a forma

E®) = - = 7 [X@w) J,@n V3 -
B (7)

- Jo2w) Y,2p VR »

lo cual conduce, dec acucrdo con (4), a la siguiente
expresion para el potencial

0@ - o) = - 13 (g) Evm  ®

Vamos a demostrar que los estados ecstaciona-
rios no uniformes separan zonas cstables ¢ incs-
tables. Cambios pequefios en los pardmectros dcl
estado estacionario (en velocidad, densidad o radio
de los electrodos) pucden gencrar una incs-
tabilidad. Calculando la frecuencia v = € que co-
rresponde a un estado cuyos pardmctros cstdn
préximos a un estado cstacionario, a primer orden
en € sc tienc que

2 p2 (b -0

= )
2/un) - b -a

donde A denota ¢l cambio relativo en L (A«1) y se
ha dcfinido

a = J1(2p') Y0(2}1 J-x_;) -
- Y,2p) J2p 5

b = 5, [V 2p) J,@p |5 -

- Jf2w) Y,@u )],

(10)
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con a y b evaluados cn cl cstado estacionario.
Dado que € es real y A siempre pucde scr elegido
positivo o negativo, hemos demostrado la exis-
tencia de la inestabilidad de Pierce cn sistemas
cilindricos.

Para un par (W,x;), solucién de (6) podemos
calcular el valor de la corriente critica j, por enci-
ma del cual se desarrolla la incstabilidad. En el
limite no relativista es
¥ an

2
Jo=10* E = @ -1y,

T

donde las unidades son Ampere/cm?, volts y cm. L
representa la distancia entre electrodos. Recorde-
mos que en ¢l caso plano (flujo paralelo de elec-

trones) vale la expresion®

k')
j=10 2 (12)
L2

A partir de las expresiones (11) y (12) se puede
comprobar que, a igualdad de valores de L y v, la
densidad de corricnte critica para un flujo radial

_ divergente (x; > 1) es mayor que para un haz para-

Iclo, y €sta, a su vez, s mayor que para ¢l caso
convergente.

Cuando R; » R,, mediante 1a relacion (11) se
obtienc

dc modo quc la corriente critica cn el caso cilin-
drico cs proporcional a 1/L, micntras que en el
caso plano resulta proporcional a 1/L2

RESULTADOS NUMERICOS

A partir de la ecuacién (6), cs posible obtener
numdricamente las sucesivas posiciones electrédi-
cas quc mantiencn al sistema en cstado estaciona-
rio para cada valor prefijado de p. En l1a Fig. 1 se
ilustran las primeras posiciones clectrédicas co-
rrespondicntes a los casos | = 2,5 y 10. Las posi-
ciones scfialadas son de umbral y la incstabilidad
surge del andlisis de las férmulas (9) y (10) en
cada caso particular.

En las Figs. 2 y 3 se presentan los gréficos de
superficie de la funcién F(2u,x) definida en (6),
donde 1a ecuacion F = 0O expresa la condicién de
solucién estacionaria. La Fig.2 corresponde a los
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casos de haces divergentes, mientras que la Fig.3 a
los convergentes. En la primera de ellas, las zonas
donde F es negativa se han recortado y se ilustran
en blanco para dar mayor claridad a la figura. En
la segunda se hace lo propio en las zonas donde F
es positiva; de modo que en cada caso los pares
(1, x;) que corresponden a las soluciones estacio-
narias yacen sobre ambos mérgenes de cada regién
blanqueada. En ¢l plano inferior de cada Figura se
ilustran diversas curvas de nivel de F. Puede apre-
ciarse que tanto en el ‘caso de haces convergentes
como en el de divergentes, a medida que se in-
crementa M, es necesario reducir la distancia in-
terelectrédica a fin de retomar la - condicién -de
umbral. _ :

Finalmente, en la Fig.4 se presentan las respec-
tivas barreras de potencial para los electrones (da-
das por (8)), correspondientes a los casos ilustra-

dos en la Fig. 1. En cada uno de ellos se han con- .

siderado 1las posiciones del electrodo de salida més
cercanas al de entrada.

Eleetrodo de
. = 2 \ entrada
e .
2 3 4

| >
. R X
Fluje de h\(k ) .

convergentes Flujo de haces
divergenies

m =.H) \ \
S .
ot .
[} /

Figura 1: Configuraciones de electrodos que se.

hallan en el umbral de la inestabilidad, para valo-
res de it = 2, 5y 10. El electrodo de entrada de ha
destacado, mientras que los de salida se ilustran en
negro (para haces divergentes) y en gris (para los
convergentes). -
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Figura 2: Grifico de la superficie F(2J1,x) para el
caso de haces convergentes. La condicion F=0
determina las soluciones estacionarias (Ec. (6)).
Las regiones F<0 se han recortado, de modo que
los pares (U, x) que satisfacen (6) yacen sobre
ambas margenes de cada.region blanqueada. En la
parte inferior se ilustrun diversas curvas de nivel
de F.

caso de haces divergentes. La condicion F=0 de-
termina las soluciones estacionanas (Ec. (6)). Las
regiones F>0 se han recortado, de modo que los
pares (L, x) que satisfacen (6) yacen sobre ambas
margenes de cada region blanqueada. En la parte
inferior se ilustran diversas curvas de nivel de F.
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L En el caso cilindrico la inestabilidad depende
o . ' de dos pardmetros, en lugar de uno solo como en
' el caso plano, uno estd asociado con la distancia
. interelectrédica y el otro:depende de la distancia al
centro de curvatura.
El conocido umbral ‘para la inestabilidad de
Pierce del caso plano se modifica considerable-
mente cuando dominan los efectos de curvatura,
ain en el caso en que la distancia interelectrédica
tienda a cero.
En todos los casos los efectos relativistas con-
tribuyen a aumentar la estabilidad del sistema.
Se jpuede mostrar (a partir de la férmula (6)) la
cquivalencia entre la inestabilidad del caso plano y
- x ¢l limite de pequefia curvatura del caso cilindrico.
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