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An unified shell model scheme to evaluate simultaneously the contributions of bound single-
particle states, Gamow resonances, antibound (virtual) states and continuum complex scattering
states is presented. The formalism could be very suitable to study processes occurring in the
continuum part of the nuclear spectra
El espectro continuo de un sistema de muchos cuerpos presenta ciertas propiedades caracteŕısticas de
sistemas resonantes, como por ejemplo secciones eficaces con picos muy definidos a enerǵıas cercanas
a la resonacia, o un cambio rápido en el desfasaje (”phase shift”) a la enerǵıa de resonancia. Este
estado resonante puede ser descripto, para resonancias angostas, aproximadamente por un vector
de Gamow, esto es, un autovector generalizado del Hamiltoniano del sistema con enerǵıa compleja.
Estas enerǵıas son polos de la extensión anaĺıtica de la matris S, como también lo son las enerǵıas
correspodientes a los estados ligados. Además de estos polos la matris S tiene otros polos sobre
el eje imaginario negativo. Los estados asociados con estos polos se los llama estados anti-ligados
o estados virtuales. Cuando el polo está muy cerca del eje real produce efectos observables en la
sección eficaz. En este trabajo mostramos como incluir tales estados en el modelo de capas y lo
aplicamos a un sistema nuclear donde es conocido que tal efecto existe.
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I. INTRODUCCIÓN

Las nuevas instalaciones experimentales en el campo
de la F́ısica Nuclear consisten en dispositivos capaces de
crear y acelerar haces de núcleos radiactivos. Esta nueva
herramienta experimental ofrece la posibilidad de estu-
diar los núcleos cercanos a la ĺınea de inestabilidad, lla-
mados ’drip line nucleus’ o ’exotic nucleus’.

Como una metodoloǵıa en el avance del conocimiento
los f́ısicos teóricos buscan inspiración en los experimen-
tos para crear sus modelos, al tiempo que los resultados
teóricos gúıan a los f́ısicos experimentales en la elección
de experimentos que sean relevantes para el tema estudi-
ado [1].

El conocimiento actual sobre los ’halos’ nucleares in-
dica que estos sistemas son producido por part́ıculas que
se mueven en estados cuya distribución radial se extiende
más allá del núcleo. En sistemas esféricos esto implica
que las part́ıculas ocupan principalmente estados con
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barreras centŕıfugas bajas, o sea estados s o p, los cuales
pueden ser estados ligados, o resonantes, o unos estados
muy raros, llamados antiligados. Por ejemplo el estado
s podŕıa ser anti-ligado, mientras el estado p podŕıa ser
una resonancia, que es lo que ocurre en el sistema 11Li
[2].

En tales sistemas el espectro continuo de enerǵıa del
sistema juega un rol fundamental a diferencia de los sis-
temas que son fuertemente ligados, donde el continuo no
tiene ninguna relevancia. Para tratar sistemas de mu-
chos cuerpos donde la influencia del continuo es impor-
tante es que fue desarrolado el ’Complex Shell Model ’
[3]. Ésta es una representación que incluye al continuo
expĺıcitamente en la estructura del Modelo de Capas (res-
onancias, estados de scattering con enerǵıa compleja).

En este trabajo mostramos cómo incluir los estados
anti-ligados (tambien llamados virtuales) en el ’Complex

Shell Model ’. En la sección II describimos el formalismo
mientras en la sección III lo aplicamos al núcleo 11Li.
Finalmente en la sección IV damos algunas conclusiones.
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II. FORMALISMO

El Modelo de Capas en el plano complejo (’Com-
plex Shell Model’) está basado en la representación de
part́ıcula simple que incluye estados con enerǵıa com-
pleja, usualmente llamada representación de Berggren
[4]. Esta representación está formada por un conjunto
de estados discretos que son polos de la matriz de scat-
tering S más un continuo de estados de scattering con
enerǵıa compleja. En esta representación la relación de
completitud para el espacio de coordenada radial tiene la
forma [4]

δ(r−r′) =
∑

nb,na,nd

unlj(r) unlj(r
′)+

∫

L

dk ulj(k, r) ulj(k, r′)

(1)
La suma es sobre los estados ligados mas los polos en la

segunda hoja de Riemann en el plano de enerǵıas (hoja no
f́ısica) encerrados por el contorno L. Estos polos pueden
ser resonancias y estados anti-ligados. Mientras la in-
tegral de ĺınea es a lo largo de un contorno en el plano
complejo de enerǵıa. La forma del contorno es arbitraria
pero si uno quiere aislar los polos correlacionados de esta-
dos de dos part́ıculas es conveniente tomar un contorno
con forma rectangular [3]. La integral es discretizada
de modo que la representación de part́ıcula simple queda
definida por el siguiente conjunto de estados discretos [5],

φnlj(r) =

{
unlj(r) est. lig., anti-lig. y res.√

∆nL̇n ulj(kn, r) ’est. scattering’

donde kn y ∆n quedan definidos por el método de in-
tegración. L̇n es la derivada del contorno en el plano
complejo respecto a la variable que parametriza el con-
torno.

Después de completar la función de onda radial con la
parte angular resulta la siguiente relación de completiutd
para funciones en el espacio de coordenadas (en tres di-
mensiones),

∑

nljm

[
φnlj(r

′)

r′
Y ∗

ljm(r̂′)

] [
φnlj(r)

r
Yljm(r̂)

]
= δ(r̄ − r̄′)

(2)
En esta representación los elementos de matriz tienen

la caracteŕıstica que sólo en la parte angular el elemento
”bra” es conjugado.

Los estados anti-ligados son el nuevo elemento agre-
gado al ’Complex Shell Model’ en este trabajo. Desde
el punto de vista matemático ellos son soluciones de la
ecuación de Schroedinger radial independiente del tiempo
con condiciones de contorno saliente, con número de onda
puramente imaginario y negativo k = −i|k| (es conve-
niente recordar que los estados ligados son definidos con
la misma condición de contorno pero con número de onda

puramente imaginario y positivo). De este modo la en-
erǵıa resulta real y negativa (como los estados f́ıscos liga-
dos). Sin embargo, a diferencia de los estados ligados es-
tas autofunciones (autovectores generalizados) divergen
para valores grandes de la coordenada radial. Esto hace
que los elementos de matriz que los involucran no estén
bien definidos, por lo que debe introducirse alguna regu-
larización en la definición de estos elementos de matriz.
Desde el punto de vista f́ısico uno podŕıa pensar que son
estados para los cuales la interacción no es suficiente-
mente intensa como para ligarlos, pero si ellos se encuen-
tran cerca del humbral del continuo de enerǵıa tienen
un efecto observable debido a que las funciones de onda
generalizadas muestran localización dentro del volúmen
nuclear, lo que influye los observables medidos debido
a que tales observables correspondentes a procesos que
ocurren dentro del núcleo.

Los estados de scattering (con enerǵıa real positiva)
muestran la presencia de un estado anti-ligado cerca del
humbral de enerǵıa a través de la localización de sus esta-
dos de baja enerǵıa (cerca del humbral de enerǵıa). Esta
propiedad se puede entender considerando la forma de
las funciones de onda de escattering en regiones de en-
erǵıas del continuo (o sea positivas) cerca del humbral,
es decir cerca del estado anti-ligado. Migdal mostró que
tales funciones tienen la forma

ulj(k, r) ≈

√
2k|k0|a

k2 + |k0|2
ulj(|k0|, r), (3)

donde el estado anti-ligado corresponde al polo de la ma-
triz S en k = −i|k0|, a es una constante que depende
de la normalización de la función de onda de scattering
ulj(|k0|, r). Lo notable de esta ecuación es que muestra
que tanto para un estado ligado k0 > 0 como para un es-
tado anti-ligado k0 < 0 cerca del humbral de enerǵıa, la
función radial de scattering con energŕıas E = h̄2k2/2µ
(k real y positiva) alrededor de |E0| están localizados.
El mismo efecto puede ser observado en la Figura 1,
donde la localización L(E) de los estados de scattering
está definida como

L(E) =

∫ b

0

u2
s1/2

(k, r)dr (4)

donde b = 3.1 fm y el cálculo fue realizado para el
sistema 10Li.

En el marco del ’Complex Shell Model’ uno puede es-
tudiar en forma directa el papel jugado por los estados
anti-ligados y no a través de los estados de scattering.

III. APLICACIONES

Cómo aplicación mostraremos algunos resultados en el
sistema 11Li, núcleo que está rodeado de un ’halo’ nu-
clear, lo que implica que el continuo es relevante en este
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FIG. 1: Localización L(E), Eq. 4, para la precencia de
estados-s anti-ligado (a) y ligado (b). Los números etique-
tando las curvas son las enerǵıas en MeV.

sistema. Además el sistema con un nucleón menos, o sea
10Li, no es ligado y se piensa que existe un estado s anti-
ligado (virtual) en él [6], a demás de la presencia de una
resonancia.

La presencia del estado anti-ligado s en el núcleo 10Li
tiene efecto sobre el núcleo 11Li. Este efecto es observado
en la gran contribución que tiene la configuración donde
ambas part́ıculas están en el estado s, explicando de este
modo lo que se conoce experimentalmente.

El espectro experimental del 10Li tiene dos estados no
ligados de baja enerǵıa. Uno de ellos es un estado anti-
ligado s1/2 con una enerǵıa alrededor de -25 keV y una
resonancia p1/2 con enerǵıa alrededor de 240 keV [7, 8].

La interacción entre los dos neutrones de valencia en el
carozo 9Li induce un estado ligado con enerǵıa alrededor
de -295 keV [9].

El primer paso en el ’Complex Shell Model’ es definir
los estados de part́ıcula simple, los que en este caso son
los estados de neutrones en el sistema 10Li. Para sim-
ular el hecho experimental que el estado s se encuen-
tra a menor enerǵıa que el estado p1/2 usamos diferente
parametrización para el campo medio (que consiste en un
Saxon-Woods más un término de interacción spin-órbita
que contiene la derivada del Saxon-Woods) para diferente
paridad (−1)l del estado [10].

Los parámetros del campo medio son los siguiente: a
= 0.67 fm, r0 = 1.27 fm, V0 = 50.55 (39.97) MeV y Vso =
19.31 MeV para l par (impar). Con estos paramétros uno
halla los siguiente estados ligados: 0s1/2 a -23.689 MeV y

0p3/2 a -4.500 MeV formando el carozo 9Li. Los estados
de valencia son: las resonancias 0p1/2 a (0.240,-0.064)
MeV, 0d5/2 a (2.281,-0.362) MeV, 0d3/2 a (6.613,-5.582)
MeV y el estado anti-ligado 1s1/2 a -0.025 MeV.

Los estados de scattering de las ondas parciales p y
d son elegidos a lo largo del contorno mostrado en la
Figura 2. Los estados de scattering para la onda parcial
s fueron tomados, como muestra la Figura 3, de modo tal
de incluir el estado anti-bound (el cual se encuentra sobre
el semieje real negativo de la segunda hoja Riemann) en
la representación.

FIG. 2: Contorno para las ondas parciales p y d. Con V1 =
(0, 0)Mev, V2 = (0,−0.7)Mev, V3 = (5,−0.7)Mev, V4 =
(5, 0)Mev y V5 = (10, 0)Mev

FIG. 3: Contorno para la onda parcial s. Con V1 =
(−0.025, 0.1)Mev, V2 = (−0.05, 0)Mev, V3 = (0,−0.7)Mev,
V4 = (5,−0.7)Mev, V5 = (5, 0)Mev y V6 = (10, 0)Mev.

El número de estados de scattering fue el siguiente: 26
estados para la onda parcial p1/2, 40 para d5/2, 52 para
s1/2, 16 para p3/2 y 18 para d3/2.

La base de estados de dos part́ıculas fue constrúıda
tomando todos los pares ordenados posibles formados a
partir de la base compleja de una part́ıcula [11–13]. La
interacción entre las part́ıculas de valencia fue tomada

como separable < k̃l; α|V |ij; α >= −Gαfα(kl)fα(ij),
donde Gα es la intensidad de la interacción.

−
1

Gα
=

∑

i≤j

f2
α(ij)

ωα − εi − εj
(5)

donde ωα son las enerǵıas correlacionadas de dos
part́ıculas. El factor de forma de la fuerza separable fue
definido como la derivada del Saxon-Woods con los sigu-
ientes parámetros: R′=4.5 fm y a′=1.5 fm. La intensidad
de la interacción G0 fue elegido de modo de reproducir
el estado ligado de dos part́ıculas a la enerǵıa -295 keV.
De lo cual resulta G0 = 15.3 MeV .

Tomar como contorno el eje real para todas las on-
das parciales (representación standard de la Mecánica
Cuántica) implica que la representacion de una part́ıcula
está formada sólo por estados de scattering (con enerǵıa
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TABLE I: Contribuciones parciales y totales a la norma del
estado fundamental

(s1/2)
2 (p1/2)

2 (d5/2)
2

pole-pole (2.960, -0.001) (0.583, -0.195) (0.080, 0.015)
pole-scat. (-7.825, 0.003) (-0.145, 0.210) (-0.017, -0.016)
scat.-scat. (5.335, -0.002) (0.002, -0.015) (-0.001, 0.002)

total (0.470, 0.000) (0.440, 0.000) (0.062, 0.000)

real), esto es, no contiene ningún estado ligado (porque el
sistema menos un nucleón no es ligado). Tomando ésta
como representación uno encuentra que el estado fun-
damental está formado en un 47 % por estados de onda
parcial s, un 46 % por estados de onda parcial p y un 7 %
por estados de onda parcial d [14, 15]. Las mayores con-
tribuciones a la función de onda viene por estados donde
ambas part́ıculas se encuentran en estados de scatter-
ing p1/2 con enerǵıa cercana a 480 keV (esto es aproxi-
madamente dos veces la enerǵıa de la resonancia 0p1/2) y
configuraciones donde ambas part́ıculas se encuentran en
estados de scattering con onda parcial s1/2 con enerǵıas
cercanas al humbral de enerǵıa (esto es aproximadamente
dos veces la enerǵıa del estado anti-ligado s1/2).

Tomando como representación los estados de enerǵıa
compleja con los contornos de las Figuras 2 y 3, con
el valor de G0 hallado en la representación real, encon-
tramos el estado fundamental a la misma enerǵıa y con
la misma distribución total para cada onda parcial, pero
con el agregado que el formalismo nos permite ver, para
cada onda parcial, las contribuciones debido a configu-
raciones donde una part́ıcula se encuentra en un estado
discreto y la otra en el continuo, o configuraciones donde
ambas part́ıculas están en estados discretos o del con-
tinuo. La Tabla I muestra estas contribuciones para el
estado fundamental.

Las amplitudes de configuraciones donde al menos una
de las part́ıculas está en el continuo depende del con-
torno elegido y por lo tanto no tiene ningún significado
f́ısico, mientras las amplitudes donde ambas part́ıculas se
encuentran en estados discretos (estado resonante o anti-
ligado) no depende del contorno, pero no necesariamente
tienen significado f́ısico. Para resonancias cuya parte real
de la enerǵıa es mucho mayor que su parte imaginaria,
uno encuentra que esta amplitud es prácticamente real
y uno podŕıa asignarle el significado f́ısico estandar de
amplitud de probabilidad. Para configuraciones donde
ambas part́ıculas están en el estado anti-ligado, esta am-
plitud no tiene ningún significado f́ısico y su valor tan
grande se explica en la importancia de las configuraciones
donde al menos una part́ıcula está en el continuo (este
efecto no ocurre con las resonancias). De todos modos la
suma de todas las configuracions posible para una dada
onda parcial no depende del contorno porque tiene tiene
el significado f́ısico estandar de la Mecácina Cuántica de
amplitud de probabilidad para la dada onda parcial.

Este formalismo permite ver el movimiento de los polos
del sistema interactuante como función de la intensidad
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FIG. 4: Movimiento del estado fundamental como función de
la interacción
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FIG. 5: Movimiento del primer estado exitado 0+

2 como
función de la interacción.

de la interacción. En la Figura 4 mostramos cómo se
mueve el estado fundamental 0+

1 al incrementar la inter-
acción.

Debido al corte en el plano de enerǵıa de dos part́ıculas
no es posible observar (en la hoja f́ısica) el estado fun-
damental para intensidades menores a aquéllas que pone
al estado en la hoja f́ısica. Esto ocurre para intensidades
mayores que G = 12.4 MeV, para la cual la enerǵıa es
E0 = −72 KeV . [16]. Para este valor de enerǵıa la
función de onda tiene 60% de onda parcial s, 37% de
onda parcial p y 3% de onda parcial d. A partir de aqúı,
al incrementar G la contribución de la onda parcial s de-
crece al tiempo que crece la correspondiente a p, hasta
llegar al valor experimental (G = 15.3MeV ) mostrado
en la Tabla I.

La Figura 5 muestra lo propio para el primer estado
exitado 0+

2 constrúıdo a orden cero a partir de la configu-
ración donde ambas part́ıculas se encuentran en el estado
resonante (0p1/2)

2.
A medida que la intensidad aumenta el estado reso-
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TABLE II: Contribuciones parciales a la norma del primer es-
tado exitado en configuraciones (p1/2)

2 . Las contribuciones

donde ambas part́ıculas están en el continuo (p1/2)
2 con-

tribuyen a la norma con valores del orden de 10−3. Las con-
tribuciones de las otras ondas parciales son también menores.

G Pole-Pole Pole-Scat.
3 (1.01,0.00) (0.00,-0.01)
7 (1.07,0.07) (0.02,-0.05)
10 (0.71,0.23) (0.36,-0.07)
11 (0.49,0.04) (0.57,0.08)
13 (0.18,-0.03) (0.85,0.08)
G0 (0.09,-0.01) (0.93,0.04)

nante de dos part́ıculas se hace más angosto, pero llega
un valor de la intensidad a partir del cual (G = 6MeV )
las configuraciones donde una de las part́ıculas está en el
continuo se hace relevante y la resonancia se ensancha.
Este estado tiene la particularidad de estar formado casi
el 100 % por configuraciones donde ambas part́ıculas se
encuentran en el estado de onda parcial p1/2 en el rango
de la intensidad estudiado. Sólo cambia la contribuciones
relativas de configuraciones donde ambas part́ıculas están
en el estado discreto, una en el estado discreto y la otra
en el continuo o ambas en el continuo. Este efecto es
mostrado en Tabla II. Configuraciones donde ambas
part́ıculas están en el continuo contribuyen a la norma
con valores del orden de 10−3.

La enerǵıa del primer estado exitado +02 correspon-
diente a la intensidad ’f́ısica’ G0 = 15.3MeV es E1 =
(0.245 − i0.170)MeV y es principalmente constrúıda (≈
93 %) por configuraciones donde una de las part́ıculas se

halla en el continuo y la otra en la resonancia.

IV. CONCLUSIONES

Excepto el hecho de que todas las integrales que in-
volucran polos de la matriz S que no correspondan a
estados ligados deban regularizarse, el ’Complex Shell
Model’ es una estructura que permite tratar los estados
resonantes y los estados anti-ligados del mismo modo que
los estados ligados. La selección de tales estados se hace
a través del contorno en el plano complejo, lo cual da
arbitrariedad de incluir aquellos que uno considera rel-
evantes para el problema. Sin importar que contorno
elige uno siempre trata con un sistema completo. Esto
implica que todas las cantidades f́ısica calculadas en esta
representación tendrán valores reales aúnque los elemen-
tos parciales sean complejos. El formalismo permite un
análisis directo de las contribuciones debido a configura-
ciones donde ambas part́ıculas están en estados discretos
o ambas en estados del continuo, o una en el discreto y la
otra en el continuo. Una conclusión del sistema tratado es
que al incluir los estados anti-ligados en la representación
no es posible despreciar el continuo, cosa que es posi-
ble para algunas resonancias (esto es, para resonancias
angostas omitir el continuo no cambia radicalmente los
resultados).
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(Argentina), Fundación Antorchas (Argentina), por ’the
Hungarian OTKA fund Nos. T37991 and T29003’ y por
el ’Swedish Foundation for International Cooperation in
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