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Analizamos un sistema dindmico no lineal sujeto a u forzado periddico en presencia de ruido. En particular, este
sistema representa un ldser con sefial externa inyectada proveniente de otro ldser, en el contexto semiclasico.
Esta sefial es modulada en el tiempo dando origen al forzado periddico. Los términos de ruido son incluidos
para tener en cuenta fluctuaciones tanto en la intensidad como en la frccuencia de ambos laseres.

El sistema determinista con sefial inyectada constante presenta bifurcacién de Hopf caracterizada por los valores
de los pardmetros de ganancia, de pérdida del liser, y la desintonia entre ambos Idscres. Por lo tanto, pueden
distinguirse dos comportamientos dindmicos bien definidos, ciclos limites y solucioncs estables de punto fijo
(que es la llamada regién de locking).

En este trabajo caracterizamos el comportamiento dindmico del sistema cuando el forzado, variando
periédicamente en el tiempo, permite que el sistema oscile entre ambas regiones alrededor de la bifurcacién. En
esta situacién el sisteme es capaz de seleccionar o generar nuevas frecuencias, adn subarménicos de la

fundamental.
I. INTRODUCCION

En este trabajo analizamos la dindmica de un Ia-
ser con sefial inyectada modulada en el tiempo fuera
de sintonia. Se tienen en cuenta fluctuaciones
naturales en la intensidad y en la frecuencia de la se-
fial inyectada. Se consideran términos de ruido blan-
co aditivo y multiplicativo cuyo origen estd en las
fluctuaciones en la intensidad del campo inyectado y
en la desintonia respectivamente. En estas condicio-
nes es posible describir la dindmica del sistema en la
vecindad del punto de bifurcacién. Estos sistemas
presentan una bifurcacién de Hopf como puedc
verse a partir de la forma normal en coorder--us
polares y realizando una eliminacién adiabdtica de
la fase.

Los resultados permiten mostrar que el sistema
selecciona o genera nuevas frecuencias, en algunos
casos subarmonicos de la fundamental. Todos estos
resultados estdn en perfecto acuerdo con las simula-
ciones numéricas. En el régimen de ciclo limite la
densidad espectral de potencia contiene contribucio-
nes a la frecuencia de Hopf y sus miltiplos. En el
régimen de punto fijo, en cambio, la densidad espec-
tral de potencia consta de una unica contribucién
central sobre ruido de fondo.

A diferencia del enfoque tedrico, los resultados
obtenidos a través de las simulaciones numéricas no
se limitan a pequefias amplitudes del forzado perié-
dico.
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II. MODELO DETERMINISTA

Una descripcién ampliamente aceptada para mo-
delar un ldser mono-modo homogéneamente ensan-
chado son las conocidas ecuaciones de Maxwell-Bo-
ch!, resultando un tratamiento semicla-sico del pro-
blema que permite estudiar fendmenos como corri-
mientos en frecuencia, enganche en frecuencia, pul-
saciones en la diferencia de pobla-cién, enganche de
modos activo y pasivo, oscilaciones amortiguadas,
pulsos ultracortos, rutas al caos, biestabilidad
distica, etc.

" nrocedimientos de eliminacién adiabdtica de
la polarizacién y la diferencia de poblacién es
generalmente posible en los laseres de clase A (He-
Ne, Ar, Kr, dye, etc.) y permite escribir una
ecuacién diferencial para el campo eléctrico dentro
de la cavidad en la aproximacién de onda >tante.
Con una adecuada adimensionali on |
considerando el caso de inyeccidn no resonante
modulada periédicamente, la ecuacidn resulta

E = (i Av + g(£)) E + F(1+ A coswn) hH
donde g(E) = G(£)/Av es la ganancia neta en unida-
des de la desintonia Av, definida por
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1+E?

g(E)=—-x+ (2)

K = K/Av, y = T/Av son las pérdidas y ganancia
adimencionales, ® es la frecuencia angular del] for-
zado externo en unidades de Av.

El pardmetro F = ANT E/Av queda
determinado por A, el espaciado de frecuencia entre
los modos del resonador pasivo, T, el coeficiente de
transmision del espejo de acoplamiento externo de la
cavidad, y en la amplitud de la sefial inyectada, E;=
E,; (1 + A cos wt). Notese que FA es la amplitud
real de las oscilaciones.

A continuacién estudiaremos la estabilidad del
sistema y caracterizamos el punto de bifurcacién del
mismo; un analisis mas detallado puede verse en la
Ref. 2.

Sea E; la solucidn estacionaria de la ecuacion (1)
en ausencia del término periédico (A=0) y g= g(E,)
la ganancia neta estacionaria. Las soluciones para la
amplitud y la fase del campo estacionario satisfacen
las ecuaciones trascendentes

Elzu_gs
ToK+g

3)

@, = - arccot g,

siendo & = y - X el pardmetro adimensional de ga-
nancia neta.
La ecuaci6n (1) igualada a cero, y tomando A =
0, define la curva solucién para los estados estacio-
narios del campo eléctrico. Esta, para O y A fijos, es
independiente de F. Su interseccién con la curva
Fsen@,=FE, 4)
determina el punto fijo (E,@,) para cada valor de F.
Para determinar la estabilidad de la solucién es-
tacionaria, realizamos un cdlculo perturbativo del
campo eléctrico en torno de su valor estacionario E,
(E = E, + v). Linealizando (1) con A=0 mediante un
procedimiento estandar, es posible determinar los
autovalores A que diagonalizan la parte lineal de la
ecuacién diferencial resultante para v.

El sistema alcanza un punto de bifurcacién cuan-
do Re(A ) = 0. Para que esto ocurra consideremos el
caso A perteneciente a los complejos. Sea g, la
tnica solucién fisicamente aceptable de g, para la
cual Re(A)) = 0. Esta es
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g, =k(No-1)
que nosotros llamamos ganancia neta en el punto de
bifurcacién, donde ¢ = ¥/K es la relacién ganancia
pérdida.

A pesar de que no es posible obtener una expre-
sién analitica explicita para E, ahora si es posible
dar el valor del campo eléctrico en el punto de bifur-
cacion y estudiar la estabilidad de las solu-ciones
estacionarias.

El punto de bifurcacién queda determinado por

El=Vo-1

8
¢, =— arccotg, (6)
Q,, lafrecuencia de oscilacién en torno del
punto de bifurcacidn, viene dada por por

Q; =1-g; 20, puesto que Ig,}lSl.

Si llamamos F a la excitacién necesaria para
llevar al sistema a punto de bifurcacién, su valor
queda univocamente determinado por los pardme-
tros v y ¥ del kiser inyectado. Es posible, después
de cierta algebra, determinar la siguiente relacién
para F

F =[x*No- 132+1](No - 1) @)

Si F < F), se tiene una solucién inestable para E,
dando lugar a una nueva solucién estable de ciclo
limite cuyas oscilaciones son de frecuencia €,
mientras que para F > F se tiene que E; es una so-
lucidn estable de punto fijo.

De este anilisis se desprende que es la fuerza F
la que determina la estabilidad de la solucién esta-
c ‘a, estando ésta determinada dnicamente por
1 . pardmetros adimensionales Yy K.

El comportamiento de la frecuencia en la vecin-
dad del punto de bifurcacidn, ha sido detallado en la
Ref. 2.

III. MODELO ESTOCASTICO

Incluimos ahora fluctuaciones estocésticas tem-
porales en los pardmetros relevantes del sistema.
Para esto consideramos fluctuaciones en la amplitud
de la seial inyectada y las frecuencias de ambos 1a-
seres.

La desintonfa y la amplitud del campo inyec-tado.
estan bien definidos por sus valores medios, que

llamaremos <A|,(t)>: Av,y (El(t)> =E,.
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~ Para el caso de desintonia no nula, las fluctua-
ciones- pueden . ser expresadas como

A®
Av. 4By

cuales conducen ala 51gu1ente ecuacién diferencial
-estocastica ... . - .

. [E. . [
- ! i o . x,

d.E=(i +’g(Em)) E+F(t)+iu,E+u, (8)

=1+ u

_A_LI:S’_Q_F+ u, (1), 1
Av

{

donde g(E), como antes, es la ganancia neta de satu-
raciéon y f un parametro adimensional relacionado
con la amplitud de la sefial inyectada.

En el caso del ruido blanco, las funciones de au-
tocorrelacién para las variables -aleatorias uj(T) son

<U(T)U(’C)> D5(’C T)pala_] 364;D3':
&,/Av’ yD, = (AVT)'e

las intensidades de ]as fluctuaciones en la flecuencm
'y la amplitud de la seiial, respec—tlvamente

/Av2 siendo €5y €,

IV. SIMULACION NUMERICA

La integracién numérica de la ecuacién diferen-
cial estocastica fue realizada mediante un procedi-
miento convencional®. Se utilizan los valores para el
campo eléctrico de cada una de 200 realizaciones
simultdneas e independientes que simulan el proceso
estocdstico. Con dichos valores se calculan los coe-
ficientes de Fourier y con estos ultimos, mediante
las relaciones de Wiener-Khinchine, se obtiene la
densidad espectral de potencia. Para este cdlculo, la
integracién numérica se deja evolucionar hasta
pasar la etapa transiente. Todos los casos que
presentamos fueron resueltos con pardmi .. os
‘similares respecto de la integracién numérica. El
‘paso del tiempo adimensional usado fue 10-3.
~ La Fig. 1 muestra la densidad espectral de po-
tencia en funcién de la frecuencia adimensional ®
obtenida de la simulacién numérica para el caso es-
pecial de sefial inyectada constante (A=0).
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- Fig. 1: Densidad espectral de potencia vs. o adimensional.
Sefal inyectada constante, A=0. Los parametros del laser son:

Y=3, K=2, D3 =Dy =107 En a) F =0.6, el sistema
funciona en el régimen de locking. En.b)-F = 0.4, el sistema
tiene soluciones de ciclo limite, mostrando el espectro las
contribuciones a la Q) y sus primeros arménicos. La curva c)
se incluye como ilustracion de los efectos de la ‘inclusién de
ruido de color. -

Los pardmetros del laser son: y = 3, K= 2, D3 =D,
= 10-3. El valor calculado de F; = 0.52. En a) F >
F,, (F = 0.6) el espectro consiste en un pico central
muy angosto sobre un ruido-de fondo. Este es el
aspecto que presenta las densidad de espectral de
potencia para un ldser con sefial inyectada
funcionando en régimen de locking. En b) F <F,, (F
= 0.4) el sistema tiene soluciones de cicle limite,
mostrando el espectro las contribuciones a la Q, y
sus primeros arménicos. La curva c¢) se incluye por
comparacion y representa ruido de color aditivo y
multiplicativo, es decu con tiempos de. correlacion
finitos. ST ..

Fig. 2 muestra una secuencia de la densidad
espectral de potencia en funcién de ® adimen-
sional, para un caso particular de pardmetros del
laser.
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Fig. 2: Densidad espectral de potencia vs. @ adimensional.
Sefal inyectada variable en el tiempo. Los pardmetros del
laser: y=3, K=2,F =035 wfQ, =15,D, =D, =10" En
a) A = 0.017, el sistema oscila dentro de la regién de ciclo
limite Tn b) A = 0.17, el sistema desde la regién de ciclo
limiie puede alcanzar ligeramente la regién de locking.
Nétese las contribuciones resonantes ala frecuencia de
bifurcacién y sus arménicos, también las contribuciones a la
frecuercia del forzado externo, sus arménicos y diversas
combinaciones. En ¢) A = 1.71, s6lo estan presentes las

contribuciones resonantes a la frecuencia del forzado y sus
armonicos.

Estos son: y = 3, X= 2, F = 0.35. La relacion entre
la frecuencia del forzado y la frecuencia de bifurca-
cién calculada es wg€2y = 1.5. Las intensidades de
ruido adimensionales son Dy = D, = 10-3. Igual que
antes, F, = 0.52.

En la Fig. 2.a la amplitud de las oscilaciones es
tal que el sistema oscila dentro de la regién de ciclo
limite (A = 0.017). La densidad de potencia espec-
tral muestra débilmente la presencia de término for-
zado y el aspecto general de la densidad de potencia
espectral es similar a la mostrada en la Fig. 1, parte
b).

En la Fig. 2.b se ha incrementado el valor de A (
A =0.17) de forma tal que el sistema desde la regién
de ciclo limite puede alcanzar ligeramente la regién
de locking. La densidad espectral de potencia mues-

117- ANALES AFA Vol. 4

tra las contribuciones resonantes a la frecuencia de
bifurcacién y sus arménicos como también las con-
tribuciones a la frecuencia del forzado externo, sus
armonicos y diversas combinaciones que pueden ser
determinadas analiticamente a través del célculo de
la Forma Normal®.

En la Fig. 2.c el valor del parimetro A es incre-
mentado mds ain (A = 1.71). En estas condiciones,
s6lo estan presentes las contribuciones resonantes a
la frecuencia del forzado y sus arménicos.

La Fig. 3 corresponde al caso de inyeccién no re-
sonante variable en el tiempo, con parametros tales
que el sistema esta por encima de la bifurcacién (F
=0.48).
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Figura 3: Densidad espectral de potencia vs. ® adimensional.
Los pardmetros son: y= 3, K=2,F=0.7,D,=10% D, = 10?
A =01, ofQ = 1.5. El sistema estid por encima de la
bifurcacién, Fy, = 0.48. Nétese la pequefia resonancia (@ = 1)
cercana a la desintonfa entre el ldser y la sefial externa y la
resonancia estocistica a la frecuencia externa.

El forzado oscilatorio lleva el sistema fuera de
la regién de locking y aparece una pequefia
resonancia (® = 1) cercana a la desintonia entre el
laser y la sefial externa. La resonancia estocastica a
le © rencia externa del forzado resulta evidente. y
= «=2,F=0.7, D3=10'3, D4=10'2,X=O.1,c0
4 = 1.5.
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