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Cavidad resonante cilindrica de seccion eliptica para el analisis de sefiales
optoacusticas

Cylindrical resonant cavity of elliptical cross section for generation of
photoacustic signals
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Se propone una cavidad resonante de seccion transversal eliptica para la generacion de sefiales optoacusticas en una
cavidad cilindrica. Se analizan los posibles modos de vibracion a ser excitados en funcién de la excentricidad de la
elipse de la seccion, cuando se ubica el haz laser en el eje de la cavidad o fuera de él. Para una dada frecuencia de
resonancia comun a la cavidad de seccion eliptica y a una de seccion circular, se comparan valores proporcionales de
la amplitud de la presion para ambas cavidades en el punto de ubicacion del microfono, para un modo de oscilacion
representativo en cada una de ellas.

Optoacustica, resonancia, elipse

We propose a cylindrical resonant cavity of elliptical cross section for generation of photoacustic signals. We analyze
the possible resonant modes as a function of the ellipse's eccentricity when the laser is directed either through the
central axis of the cavity or out of the axis. We calculate a value proportional to the pressure at the microphone place
for a representative resonant mode of two cavities, one with elliptical cross section and other with circular cross
section, and compare both results.

Photoacustic, resonance, ellipse

L- Introduccién II. Seial optoactistica en una cavidad resonante

Las cavidades cilindricas de seccion circular han sido  eliptica

y son ampliamente utilizadas en experiencias de La generacion de ondas acusticas y térmicas en gases

fenomenos optoacusticos!'. Con la intencién de aumentar
la respuesta de la celda excitando diversos modos de
vibracion acusticos, algunos investigadores han propuesto
desplazar en forma paralela el haz del laser desde el eje
del cilindro hacia la pared lateral™; otros han propuesto
nuevos disefios internos para la cavidad de seccion
cilindrica tradicional con el mismo objetivo®’. En todos
los casos se rompe la simetria de la cavidad cilindrica
para excitar otros modos de resonancia a fin de
incrementar la sefial en el microfono. La idea de utilizar
una cavidad eliptica persigue también el objetivo de
aumentar la respuesta y se fundamenta en que las
funciones de Mathieu, en particular las de paridad par y
periodo 7 (y=0), presentan maximos en el centro de la
elipse y en los extremos del eje menor (figura 1). Un
comportamiento similar tienen las funciones de Mathieu
impares de periodo 2z. Las funciones de Mathieu de
paridad par y periodo 2z, presentan en cambio maximos
en los focos de la elipse y en los extremos del eje menor,
mientras que las de paridad par y periodo 7 tienen
maximos descentrados sobre el eje mayor de la elipse vy,
sobre el contorno, fuera de los extremos de los ejes.
Iluminando el gas dentro de la cavidad en aquellas
regiones en las cuales las funciones que representan a la
presion tienen un maximo, se logra la maxima eficiencia
en la generacion del fendmeno optoactstico.

73 - ANALES AFA Vol. 17

estd gobernada por la ecuacion de onda lineal para la
presiont! p:

6t2p(?,t)—czvzp(?,t):(o-—l)@tH(?,t) (1
donde ¢, oy H son la velocidad del sonido, el coeficiente

adiabatico del gas y la densidad de calor depositado en el
gas por absorcion de la luz, respectivamente.

Figura 1: Funcion par de Mathieu de periodo 7, r=0 con 0
<u<0.70362; 0 <v <2rm

LA PLATA 2005 - 73


XP2200
   73 - ANALES AFA Vol. 17                                                                                                  LA PLATA 2005 - 73

MAQUINA1
ISSN (EN LINEA): 1850 - 1158


Todas las cavidades cerradas utilizadas como celdas
optoacusticas tienen resonancias acusticas y sus modos de
vibracién son las soluciones de la ecuacion de ondas
homogénea:

02 p(F.1) -2V p(F,1)=0 @)

que, para una variacion temporal de tipo armonico, se
transforma en la ecuacién de Helmholtz:

V2 p(F)+ k2 p(F)=0 3)

Esta ecuacion se puede resolver mediante separacion
de variables en coordenadas cilindricas elipticasm (u, v,
z). La transformacion de las coordenadas cartesianas a las
cilindricas elipticas es la siguiente:

d d
X = 5.cosh u.cosv y= > .senhu.senv

z=z 0<u<wo 0Zv<27w

donde d es la distancia interfocal de la elipse. Dado d,
cada valor de u = cte da una elipse particular.

Al separar variables en este sistema de coordenadas,
las soluciones de las ecuaciones en u y en v, son las
funciones de Mathieul™. Las autofunciones de la ecuacion
de Helmbholtz se pueden escribir como:

pj (F)z Sp2r+;/ (S’V)"Sp2r+;/ (s,iu). cos(n;zz/L) 4

en la que el subindice j en la expresion de la presion
simboliza el valor de la terna », y y n. L es la longitud de
la cavidad. El parametro p que acompana a la expresion
de las funciones S indica la paridad par o impar de la
funcion; y puede valer 0 6 I de acuerdo a si las funciones
de Mathieu son de periodo 7 6 27 respectivamente. El
parametro » es el numero de orden de los autovalores y,el
parametro s estd relacionado con la distancia interfocal y
la frecuencia. Las funciones angulares de Mathieu, las de
argumento v, son combinaciones lineales de funciones
seno o coseno (segun la paridad) cuyos coeficientes estan
tabulados'®. Las funciones radiales de Mathieu, las de
argumento u, son combinaciones lineales de productos de
funciones de Bessel con argumento dado en funcion de ,
cuyos coeficientes también estan tabulados®.

La solucion de la ecuacion de onda inhomogénea,
ecuacion (1), puede ser escrita como:

plF.1)=4g (t)+§A j(0hp () (5)

Dado que las autofunciones de la ecuacion de
Helmholtz (3) son ortogonales, los coeficientes 4; se
pueden calcular mediante la expresion!':

ia)(O'—l)jV(L)H(F)pj (F)dV
A4j= Q)

j=
2_ 2,97 e
[a)j —0° +i 0 JJV‘pj(rX dv

La region de integracion en la integral del numerador,
V) es el volumen iluminado por el laser; en la integral
del denominador, el volumen V es el total de la cavidad.
Q; es el factor de calidad de la cavidad para el modo j; w;
es la frecuencia de resonancia de la cavidad para ese
modo y w es la frecuencia con la que se excita la cavidad.
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I1. Parametros de la cavidad de seccion eliptica
a. Laser centrado en el eje de la cavidad

Se eligieron los parametros apropiados para poder
excitar una determinada frecuencia (2435 Hz) en el modo
dado por la funcién de Mathieu par, de periodo 7 con =0
y y=0 en la cavidad de seccion eliptica, calcular los
correspondientes valores de 4; para este modo (con los
diferentes juegos de parametros determinados) y poder asi
compararlos con el de un resonador de seccion circular
equivalente.

En primer lugar es necesario determinar los valores de
sy de d a utilizar. Elegido un valor de s se hall6 el valor
de la coordenada u=u. que hace cero a la derivada normal
de la presion, lo que significa fisicamente hacer maxima
la presion en el contorno de la cavidad. Este valor de u.
determina la elipse para el modo y la correspondiente
frecuencia elegida, pues la relacion entre la frecuencia y

el parametro s es \/7 = od / c . En esta expresion se ha

considerado nulo el indice del modo longitudinal, n=0 en
la ecuacion (4).

En la tabla 1 se especifican los valores del parametro
s; de la distancia interfocal d; el valor de u. de los
semiejes mayor a y menor b y la excentricidad e de la
elipse resultante, valores que determinan el valor de la
frecuencia (2435 Hz).

Tabla 1
S d [cm] u, afcm] | b [cm] e
2.89 7.56 1.51531 9.01 8.18 0.42
3.24 8 1.46034 9.08 8.15 0.44
12.96 16 0.858728 | 11.14 7.74 0.72
20.25 20 0.70362 | 12.56 7.63 0.79

b. Laser descentrado con respecto al eje de la cavidad

Como se menciono en la introduccion, las funciones
de Mathieu que presentan maximos fuera del centro de la
cavidad son las de paridad par y periodo 2z (maximos en
los focos de la elipse y en los extremos del eje menor), y
las de paridad impar y periodo z (maximos descentrados
sobre el eje mayor de la elipse y, sobre el contorno, fuera
de los extremos de los ejes). Para la misma frecuencia se
calcul¢ el coeficiente 4; para el modo de paridad par,
periodo 2z (y=1) y =0, con un valor de s=20.25 y una
distancia interfocal d=20 cm. En este caso el valor de u,
es u.=0.602; los semiejes mayor y menor de la elipse
miden respectivamente a=/1.9 cm y b=6.4 cm, y la
excentricidad es e=0.84.

IIL. Calculo de 4;

El célculo de 4; se efectué suponiendo que la
frecuencia de excitacion de la cavidad es igual a la
frecuencia de resonancia del modo j elegido. Se considerd
que la absorcioén del medio gaseoso que llena la cavidad
es muy pequefia de forma tal que, para facilitar los
calculos, se puede suponer que el haz laser no modifica su
intensidad en el trayecto dentro de la cavidad. Esto
significa, matematicamente, no incluir una dependencia
de la amplitud del haz respecto del eje z. Asimismo se
considera que la intensidad del haz se encuentra
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uniformemente distribuida en la seccion del haz, supuesta
de 1 ¢m de diametro. Con estas consideraciones la funcion
H(r) sale fuera de la integral del numerador de la
expresion (6). El jacobiano de la transformacion para

ambas integrales de (6) es: M:(d/2)2(sen}?u+senzvj.
Asimismo, la expresion de 4; queda:

. (G—I)H(F)IV(L) Pj (17).|J|.dudvdz o

co] 2
Q—j jV‘pj (rX |J|dudvdz

IV. Resultados

a. Laser centrado en el eje de la cavidad

Se calculd el cociente de ambas integrales de la
expresion (7) para la frecuencia de 2435 Hz en el modo de
la cavidad de seccion eliptica dado por la funcion par de
periodo 7 con r=0'y y=0, para los distintos valores de s
dados en la tabla 1. Se tuvo especial cuidado en que la
region de integracion de la integral del numerador
(superficie circular de / c¢m de didmetro centrada en el
origen de coordenadas) fuera correctamente expresada en
funcion de las variables u y v del sistema de coordenadas
cilindrico eliptico. A cada valor obtenido para el cociente
de las integrales, proporcionales a los de 4;
correspondientes, se lo multiplicd por el de la funcion
pj(r) en el semieje menor de la elipse (de coordenadas
cilindricas elipticas u=uc, v=2/2), uno de los puntos en
que su valor se maximiza y en el cual se ubicaria el
micréfono. Los valores asi obtenidos, proporcionales al
valor de la presion se muestran en la tabla 2.

Tabla 2
s d [em] p=A.p;i(u., 7/2)
2.89 7.56 -0.0098
3.24 8 -0.0156
12.96 16 -0.0122
20.25 20 -0.0116

El signo menos se debe al signo del maximo de la
funcion p;(r) sobre el contorno, contrario al del maximo
central.

Para comparar este resultado con los que se obtienen
en cavidades ya utilizadas, se calculd el cociente de las
integrales de la ecuacion (7) para una celda de seccion
circular que resuena a la misma frecuencia de 2435 Hz en
el modo longitudinal £=0; azimutal m=0 y radial n=1. El
radio de esta celda es R=8.4 cm. Las autofunciones de la
presion pj(r) para la cavidad de seccion circular estan
dadas en general por:

Pj () = cos(me), (”am,n”/R)COS(k”Z/L) (®)

donde L es la longitud de la celda y a,,, es la raiz
enésima de la derivada normal a la superficie lateral del
cilindro de la funcion de Bessel de orden m (con =R,
sobre el contorno, en alguno de cuyos puntos esta ubicado
el microfono). El valor de la raiz ap; es 1.2075. La
longitud L de la celda no es necesario especificarla porque
no aparece en la expresion a calcular.
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El valor del cociente de las integrales de la ecuacion
(7) asi obtenido fue multiplicado por el valor dado por la
ecuacion (8) para p;(r) con r =R. Se obtuvo un valor de -
0.0087. El signo menos tiene explicacion idéntica al caso
de la cavidad de seccidn eliptica.

Los resultados expuestos en la tabla 2 para la cavidad
de seccion eliptica son comparables al obtenido para la
cavidad de seccion circular pues se trata de cavidades
equivalentes: tienen igual frecuencia de resonancia; la
constante adiabatica del gas que llena su interior es la
misma; las suponemos iluminadas por el mismo laser; vy,
por ultimo, es valido suponer que los valores de O; son
muy similares por lo que, en primera aproximacion, se los
puede suponer iguales.

b. Laser descentrado del eje de la cavidad

En el modo par de periodo 2z con numero de orden
del autovalor r=0, la posicion de los maximos de la
autofuncion sobre el eje x varian con el pardmetro s. Para
§=20.25 uno de los méximos se encuentra en x=4.976,
y=0.. Se calculd el valor de A; suponiendo al laser
centrado en torno a ese punto, para la misma frecuencia
de excitacion, con el valor indicado del parametro s y la
distancia interfocal igual a 20 cm. Este valor del
coeficiente, multiplicado por el valor de la autofuncion en
un punto del contorno dado por u.=0.602 y v=5.23, en el
cual es maxima, dio -0.0037.

V. Discusiéon

Los valores representativos de la presion en el punto
de la cavidad de seccion eliptica donde es conveniente
ubicar el microfono alcanzan, para el modo par de periodo
7, hasta un 79% mayor que el valor equivalente para el
caso de la cavidad de seccion circular, en aquellos modos
en que es deseable su resonancia y a frecuencias de
modulacion del laser alcanzables sin dificultad.
Aumentando el valor del parametro s aumenta el valor del
maximo de la autofuncion en el centro de la elipse y en
los extremos del semieje menor. Al mismo tiempo
disminuye el valor de la variable ¥ que maximiza a la
presion en el contorno. Esto permite aumentar la
excentricidad de la elipse manteniendo la misma
frecuencia de resonancia en el modo elegido.
Simultdneamente aumenta el 4rea de la seccion y, con
ella, el volumen de la cavidad. Esto establece una
competencia entre el incremento de la autofuncion
(proporcional a la presion) y el del area de la seccion de la
cavidad (y por ende el de su volumen) con el incremento
del parametro s. Se da lugar asi a un aumento en el valor
de la integral del denominador de la ecuacion (7), con la
consecuente disminucion del valor de 4; que el aumento
del valor de la autofuncion en el punto donde se ubica el
micr6fono no alcanza a compensar. Comparando las areas
de las secciones eliptica y cilindrica (o los respectivos
volumenes de las cavidades suponiendo igual longitud
para ambas) se encuentra que para s=3.24, la de la
eliptica excede en solo 5% al de la cilindrica; mientras
que con s=20.25 el exceso asciende al 36%. La cavidad
eliptica rompe la simetria en la distribucion espacial de la
presion, con relacion a la de la cavidad cilindrica (para el
modo analizado); esto introduce una diferencia favorable
a la cavidad eliptica con respecto a la cilindrica cuando la
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energia de la onda actstica y los volimenes de ambas
cavidades son similares.

En el caso del laser ubicado descentrado respecto del
eje de la cavidad, si bien el valor obtenido (-0.0037) es
menor al de la cavidad cilindrica, esta en curso el calculo
suponiendo una ubicacion del laser en uno de los focos de
la elipse, dado que con s=3.24 los maximos de la
autofuncién se encuentran en los focos y sobre los
extremos del semieje mayor de la elipse con d=8 cm,
cuando se excita la frecuencia ya mencionada (2435 Hz)
en el modo par de periodo 27 con niimero de orden del
autovalor r=0.

Los resultados obtenidos abren asi la posibilidad
practica de utilizar una cavidad resonante de seccion
eliptica en futuras experiencias de deteccion de gases
mediante técnicas optoacusticas.
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