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Se estudian las corrientes de gravedad autosemejantes que describen la intrusién de un fluido denso debajo de
un fluido ambiente mas liviano que descansa sobre un plano. Las corrientes tienen simetria plana y son produ-
cidas por una fuente de caudal variable; su volumen varia como t*. La resistencia del fluido ambiente se descri-
be mediante una condicién de contorno que depende de un pardmetro B que es funcién de la razén de densida-
des de fluidos. El flujo esté caracterizado por B, a, y el nimero de Froude de la fuente, ;. Se desarrolla ¢l
formalismo del plano de fase y se discute la construccién de las soluciones.

I. INTRODUCCION

Se estudian aqui las corrientes de gravedad auto-
semejantes producidas por la intrusién de un fluido
denso (densidad = p) debajo de un fluido ambiente
mas liviano (densidad = p,) que reposa sobre un su-
perficie rigida horizontal. La fuente del fluido denso
estd en el origen de coordenadas, y el volumen de la
intrusién varia con el tiempo segtin la ley de poten-
cias del tipo *. La resistencia del fluido ambiente se
describe mediante una condicién de contomo en el
frente de la corriente! que depende de un pardmetro
B, funcién de p/p,. Las corrientes de gravedad son
frecuentes en la naturaleza y en situaciones creadas
por el hombre e interesan por razones tanto tedricas
como practicas?. El derrame instantdneo de un vo-
lumen fijo de un fluido denso en un fluido ambiente
fue estudiado por varios autores? por su importan-
cia para la evaluacién de riesgos en la rotura de de-
pésitos o conductos que contienen gases téxicos o
inflamables. En este contexto también interesan las
corrientes con caudal variable, pues describen pér-
didas en que el derrame ocurre durante cierto tiem-
po. Una serie de experimentos sobre corrientes pla-
nas con caudal variable fue realizada por Maxwor-
thy?.

Cuando la viscosidad es despreciable el flujo
estd gobernado por la inercia y la gravedad y se
puede describir con la aproximacién de aguas poco
profundas® si la longitud de la corriente es mucho
mayor que su espesor (para que se puedan despre-
ciar las aceleraciones verticales y la presion sea hi-
drostatica). Con estas hipétesis el problema admite
una familia de soluciones autosemejantes que repre-
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sentan la asintética intermedia de una variedad de
corrientes con diversas condiciones iniciales y de
contorno. Las corrientes de gravedad auto-
semejantes con volumen constante fueron estudiados
tedrica® y experimentalmente’. Grundy y Rottman®
estudiaron instrucciones de volumen variable, pero
sus resultados no son satisfactorios: para corrientes
planas no hallaron soluciones para ciertos intervalos
de B (incluyendo B — o, que corresponde a un flui-
do ambiente de densidad nula); para otros [ encon-
traron una curiosa multiplicidad de soluciones; para
simetria axial, lisa y llanamente no hallaron solu-
ciones. Vista la importancia de las corrientes de
gravedad se justifica reestudiar el problema para
aclarar estas cuestiones.

En este trabajo y el siguiente consideramos en
detalle las corrientes planas y demostramos la exis-
tencia y unicidad de soluciones autosemejantes para
todo B; estudiamos sus propiedades y damos su in-
terpretacion fisica. Quedan asi resueltas las incon-
sistencias y ambigiiedades del trabajo anterior® y se
logra una adecuada comprension de estas corrientes.

II. TEORIA

Supondremos que la profundidad del fluido am-
biente es mucho mayor que el espesor & de la co-
rriente, de modo que el flujo se describe dando s y
la velocidad u del fluido denso, que dependen de ¢ y
de una sola coordenada espacial x. Para simetria
plana (n=0) x es la distancia desde una fuente lineal
y para simetria axial (n = 1) es la distancia desde
una fuente puntiforme. Indicamos con g la acelera-
cién de la gravedad y con sufijos las derivadas.
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Usando la notacién ,=g/p-p,.//p.h=sh,
las ecuaciones que expresan la conservacién de la
cantidad de movimiento y de la masa son?:

u +uu, +h =0,h +x"(x"uh) =0 (1)

Las (1) son semejantes a las ecuaciones de la
aproximacién de aguas poco profundas!® (con g en
ves de g en la definicién de h).

En un salto hidraulico # y u son discontinuas.
Los saltos hidraulicos en la interfase entre dos flui-
dos superpuestos se cenocen como saltos internos!!
y las condiciones de salto (cuando la profundidad
del fluido ambiente es infinita) son idénticas a las de
un salto hidrdulico ordinario!2, con gen vez de g:

u—c=2(u—c)/¢,h" =(h/2)9, ()

Aqui ¢ es la velocidad del salto, 7= (u—c)/ ( h

es el ndmero de Froude, ¢ =+/(1+8F*)—1, y las '

indican las variables después del salto.
Indicamos con Q(t) = g, t* el volumen (por

unidad de ancho si n=0) de la corriente y usamos la
notacién Q=4Q, q,=49,. La condicién de contorno

en la fuente es:

lirI(l)( 2nx)'uh=0 = ogt*" 3)

Otra forma de expresar el caudal de la fuente, equi-
valente a la de (3), es la condicién integral:

o=[""(anxyh(xt)dx, @

donde x(?) indica la posicién del frente.

La (3) no especifica por completo la fuente pues
hay infinitas elecciones de u, h cerca de x=0 que la
satisfacen. Para elegir una de ellas hace falta un
dato mads, que se puede dar de muchas maneras pero
en general introduce un nuevo parimetro que estro-
pea la autosemejanza del problema. Para preservar
la autosemejanza nuestro dato adicional serd el ni-
mero de Froude de la fuente, 7,. Pediremos entonces
que:

limh™ "’ u=lm > =7

x—0 x—0
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Esta eleccién distingue las fuentes que producen un
flujo subcritico (#y<1) de las que producen una co-
rriente supercritica (#,>1), que como veremos dan
soluciones de diferente caracter. En® no se usé la
condicién (5), y no se obtuvieron correctamente las
soluciones con (#,>1).

Para describir la resistencia del fluido ambiente
al avance de la intrusién usamos en el frente la
condicién de contorno:

Bzh(xf,t):uz(xf,t)zx?, (6)
donde x; es la velocidad del frente y B un pardmetro
adimensional constante. La (6) expresa un balance
cuasiestacionario entre las fuerzas que impulzan la
corriente (gradiente de presién y empuje de Arqui-
medes) vy el arrastre debido a la aceleracién del flui-
do ambiente!; B se determina experimentalmente y
si p y p, no difieren mucho es cercano a 1; una co-
rriente en el vacio (p, =0) tiene B=co, o sea
h(xﬁ t)=0.

La analogia formal!® entre la teoria de aguas
poco profundas y la dindmica de un gas con expo-
nente adiabatico y=2 permite usar el método plano
de fase!3 para estudiar sistemdticamente las autose-
mejanzas!4.

Las corrientes de gravedad que cumplen (3) son
autosemejantes en la variable

E=x/(bt®) )
con d=1/p=2+0)/(3+n),b=q/3+", y se tiene
-bt*EV(E ), h =b"t28%E2Z(E ). (8)

Como 020 serd 622/(3+n).
Sustituyendo (7), (8) en (1) se obtiene un sistema
de ecuaciones anélogo al de la dindmica de gases!3.

dzZ _A,(V.Z) ©
dv - A(V.,Z)
d(n) _ A(V,Z) d(ln§)_ A(V,Z) (10)
v A(V,Z) dzZ = A(V,Z)
con  A=V(V-W)(I-V)+Z[n+1)V+2(1-W) |,A=Z{(1-

V)[2AV-W)+(n+ YVI+V(V-)+2Z) y
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A=(1-V)2-Z.

Noétese que & es una variable auténoma en (9),
(10). en términos de las variables de fase (V,Z) las
condiciones de salto (2) quedan expresadas como:

Vi=1+2(V-1)/0,2"=Z6/2, (11)
con #=(V-1)Z'V2, De (11) sale la relacién entre los
numeros de Froude a uno y otro lado de un salto:

F' =721 p)** (12)
Las condiciones de contorno en la fuente quedan en
la forma:

éirr(l)(Znﬁ)"53§3VZ =a ,lain})VZ"”:Fo, (13)

la condicién integral de volumen es:

=enE [ ErzOE a4

y la condicién en el frente es:

VE=1 ,ZE,)=p", (15)
donde éf es la coordenada autosemejante del frente.

Para encontrar las autosemejanzas basta en
esencia integrar la ecuacién auténoma (9) y obtener
Z(V); luego una simple cuadratura da E(V). La (9)
es una unica ecuacién diferencial ordinaria de pri-
mer orden que vincula las variables fase V,Z, sus
soluciones se representan en el plano de fase!> me-
diante curvas integrales. Por cada punto regular del
plano pasa una tnica curva integial. La solucién de
un dado problema fisico estd representada por una
trayectoria integral, formada por uno o mas trozos
de curvas integrales adecuadas!®; para encontrarlas
hay que saber como comportan en el entorno de los
puntos singulares de la (9).

Al construir las soluciones debe tenerse en
cuenta que §(V) es extremo en los puntos regulares
de la parabola critica P, dada por Z=(1-V)?, donde
A=0y 7 =1. Los puntos por debajo de la P, repre-
sentan flujos supercriticos (#>1) y aquellos por en-
cima representan flujos subcriticos (#<1). Si una
curva integral cruza la P, V(€ ) y Z(€ )son multi-
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valuadas cerca del cruce, cosa inadmisible en un
problema fisico. Por lo tanto la curva que representa
la solucién de un problema real no puede cruzar la
P_ (excepto por un punto singular). Andlogamente a
la dindmica de gases, puede haber soluciones dis-
continuas, por ejemplo cuando la curva integral que
representa el flujo en algin intervalo de & cruza la
P, por un punto regular. Entonces esa curva integral
debe dejar de representar a la solucién en algiin
punto J antes del cruce. Allf la trayectoria tiene una
discontinuidad, y la solucién mas alla de la misma
debe estar representada por una porcién de otra
curva integral situada del otro lado de la P, a partir
de punto J; las variables de fase a uno y otro lado
la discontinuidad (los puntos J y J) se relacionan
mediante las condiciones de salto hidrdulico (11).
Un salto en una corriente autosemejante ocurre para

un valor fijo §,= ;. de la coordenada de autoseme-
janza. Como en un salto se pasa de un flujo super-
critico a uno subcritico, la transicion va de puntos
debajo de la P, a puntos por encima. Luego veremos
cémo se determinan los puntos conjugados J y J’
que definen el salto.

III. CORRIENTES PLANAS

De aqui en mds consideraremos corrientes planas
(n=0, 8=(2+01)/3). Si n=0 la (9) tiene 8 puntos sin-
gulares, de los cuales 3 al infinito. Sus posiciones y
propiedades (que determinan el significado fisico de
las soluciones) dependen en general de o y se dan en
la Tabla 1. En las Figs. 1 y 2 se muestran las curvas
integrales para 0=5/2 y 1/4, respectivameate. Se
pueden apreciar las dos diferentes topologias del
piano de la fase para a>1 y a<1. .

condiciones de contorno (13), (15), requie-
ren que las corrientes autosemejantes sean represen-
tadas por trayectorias que salen del nodo F (Vy=c
, Zp=oo ,F representan una fuente en x=0, ver la
Tabla I) y llegan la punto regular P (V,=1, Z =B2)
que representa el frente.

Mostraremos que para todo B hay suluciones
dnicas, y que éstas se pueden clasificar usando cri-
terios fisicos. Se obtiene asi una familia compict. y
variada de corrientes de gravedad autosemejantes,
sin las omisiones y ambigiiedades que plagaban los
resultados previamente obtenidos por otros®.

La curva C; que representa la solucién cerca de
la fuente debe comenzar en F; veremos que depende
de #,. Sabemos que la trayectoria integral debe
terminar en P(cuya posicién depende de (), pero
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puede ser discontinua. Mostraremos que la fuente
determina una solucién unica en el entorno de x=0.
Integrando (9), (10) derecha de F y usando (5) ob-
tenemos:

Z=(V/E)*,E=K/V ,K=const. (16)
Usando (3) sale K3=p2(3-2u)7,2, de donde vemos
que las condiciones de contorno (13) determinan Cp
y K y por lo tanto la solucién!’,

Punto (Vg Zyg) u tipo propicdades
E= y= h=

0] 0, 0) >1 nodo o0 0 0
) <1 nodo o | f 0

g j@us, w9l >1 sitla O/l 0 | O
<1 nodo oo | oo o

C, . 0) >1|{nodolog. | O | O 0
<1 | nodo log. oo oo 0

C» (1. 0) todo silla [ 0
Cy (2, 1) >1 nodo 17 f
<1 silla [flr s

D (o0, 0) todo silla 0 U /[
I (1,00) todo sitla 0lo0o}/
I (00,00) 1odo nodo Ol f 1/

Tai .a .. Puntos singulares

Posicién y propiedades de los puntos singulares de la
ecuacion auténoma para n = 0. Con f indicamos una cantidad
finita.

De acuerdo a la relacién entre Cp y Cp, hay dis-
tintas maneras de construir la solucién y en conse-
cuencia soluciones de caricter diferente.

Soluciones continuas regulares (Tipo 1)

Lo mis simple es que C coincida con Cp ('y que
todos sus puntos salvo F sean regulares). Entonces
la solucién esta representada por la curva integral
continua FP. Para cada B puede haber sélo una (o
ninguna) solucién Tipo I, que corresponderd a un
tinico %,. Viceversa, para cada 7, habra sélo una (o
ninguna) solucién Tipo I, correspondiente a un
tnico P. Las soluciones Tipo I se caracterizan por-
que las propiedades de la fuente (%) y del frente (B)
no son independientes, sino que deben ser compati-
bles, o sea Fy= F,(B). Cabe observar que siendo Cp,
siempre subcritica, la condicién necesaria (jpero no
suficiente!) para la existencia de soluciones Tipo I
es que C sea subcritica.!®
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Fig. 1: Curvas integrales para 0=5/2, las flechas indican §
creciente; a a', b b', ¢ ¢’ son soluciones Tipo II1.

Soluciones con transicion critica (Tipo II)

Puede ocurrir que C y Cp se junten en un punto
singular. Esto sucede para ¢>1, cuando ambas lle-
gan a C; (ver Fig. 1). Entonces la solucién serd
continua como antes, pero ahora para cada 3 hay
infinitas soluciones de este tipo porque hay un rango
de valores de %, para los cuales C llega a C; (antes
de cruzar la P_). Cada uno de estos 7, de lugar a
una solucién continua que consiste del tramo FC; (
que depende de ;) unido en C; con el tramo C3P (
que depende de B). Fijando un B, habra pues infini-
tas soluciones Tipo II, que describen corrientes cu-
yos frentes tienen las mismas propiedades, pero que
son producidas por fuentes con diferente %,. Reci-
| “mente, para un dado %, tal que Cp llegue a Cj,
hi ..« «nfinitas soluciones Tipo II, que describen co-
mientes producidas por la misma fuente, pero cuyos
frentes tienen propiedades diferentes. Ahora, en
contraste con el caso anterior, %, no estd determi-
nado univocamente por 3. Las soluciones "no tni-
cas" segin otros autores® pertenecen a esta clase.
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Fig. 2: Curvas integrales para ot = 1/4, las flechas muestran §
creciente; a a', b b' son soluciones Tipo III, ¢ ¢' ¢" es una
solucién Tipo IV.

Soluciones discontinuas (Tipo 1)

Puede ocurrir que C,y Cp no tengan puntos en
comun. Igualmente es posible construir soluciones,
que ahora seran discontinuas. Una posibilidad es
que un salto hidréulico conecte C,con Cp (luego ve-
remos otra posibilidad menos obvia). Para eso Cg
debe ser supercritica.

Para estudiar estas soluciones conviene usar una
notacién compacta para indicar los conjugados por
salto en el plano de fase: si X es un punto, indicare-
mos con X'=AX) a su conjunto obtenido aplicando
las relaciones de salto (11) a X. Andlogamente indi-
caremos las conjugadas de curvas y regiones del
plano fase, por ejemplo , tendremos que

Para construir una solucién discontinua procede-
remos asi: sea G la curva apropiada cerca de la
fuente, y Cp la que representa la solucién en la re-
gién del frente. La interseccion-J de Cp y Cp' (si
existe) representa las variables antes del salto y la
interseccion J'de Cpy C/ representa las variables
después del salto (pues J'=AJ)). Luego la trayecto-
ria integral costa de dos partes discontinuos: FJ y
J'P.:Observemos que la posicion de J sobre Cj. de-
pende de B; reciprocamente, la posicién de J' sobre
Cp depende de %,

Para un dado B hay infinitas soluciones con
salto, porque hay un intervalo de 7, para el cual las
Cp se pueden conectar con un salto con Cp, dando
lugar a soluciones Tipo III, que describen corrientes

cuyos frentes tienen las mismas propiedades, pero’

son producidas por fuentes con diferente 7). En las
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corrientes Tipo III, B no determina univocamente a
F- Esto no significa que la solucién no es tnica,
sino que estamos en presencia de familias de co-
rrientes producidas por fuentes de diferentes carac-
teristicas. pero cuyos frentes tienen las mismas
propiedades (o viceversa).

Soluciones discontinuas con una transicion critica
(Tipo IV)

Cuando C y Cp no tienen puntos en comin y
ademds Cry Cp' (o, lo que es equivalente, Cp y C;)
no tienen interseccién, puede adn haber soluciones.
Para eso es necesario que exista una curva integral
especial #; que interseque tanto a C' como a Cp' en
sendos puntos J';,J,. En tal caso hay una solucién
representada por una trayectoria integral que consta
de tres partes discontinuas: el tramo FJ; de Cp, el
tramo J',J, de &y el tramo J',P de Cp. Puesto que
Zes fija la posicién de ;, sobre C depende solo de
B. Como C;' y Cplestan en lados opuestos de la 72,
la curva " debe cruzarla en un punto singular para
que pueda haber soluciones Tipo IV (esto justa-
mente sucede para 0<1 con la curva "que cruza la
7. en la silla C;, ver la Figura 2). En conclusién ,
las corrientes de Tipo IV tienen una regién fuente
supercritica y una regién fuente subcritica, separa-
das por una regién intermedia (representada por el
tramo J'|J, de 2x) donde hay una transicién critica
continua: en Cj el flujo pasa de subcritico a supe-
rcritico sin salto. sendos saltos hidraulicos empal-
man la regién intermedia de la corriente con las re-
giones de la fuente y del frente.

Tal como ocurre para los Tipos II y 111, dado un
P tal que C, se pueda conectar con % mediante un
salto, hay infinitas soluciones Tipo IV, porque hay
un rongo de %, para el cual C se puede conectar
con .« mediante un salto. Estas soluciones describen
corrientes cuyos frentes tienen las mismas propieda-
des, pero que se originan en fuentes con diferentes
% Nuevamente 7, en estd determinado por B, y
tendremos familias de soluciones que describen co-
rrientes producidas por fuentes diferer.cs, pero
frentes con iguales propiedades.

Todas las corrientes Tipos (I-IV) son subcriticas
cerca del frente. Pero cerca de la fuente pueden ser
tanto subcriticas como supercriticas, segin el valor
de #,. En la segunda parte del trabajo se determinan
los intervalos de B y &, en que se presentan los dife-
rentes tipos de corriente, se estudiaran sus propie-
dades y se dard la interpretacién fisica.
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APENDICE

Resumimos las condiciones de validez de la teo-
ria20. Consideremos en primer lugar los efectos de
la viscosidad (v). La razén entre las fuerzas de
inercia F; y las fuerzas viscosas Fy se puede estimar

como F:/F; :(t/t"

teristico ¢, para el cual se hacen comparables es :

(40—7-5n)/(3+n) .
) ;el tiempo carac-

4

1

Vn+3 n+2 \40-7-5n

t, = (472— o (AD
q

el valor critico 0. .=(7+5n)/4 determina cuéndo do-

mina la inercia y cuando la viscosidad. El régimen

inercial corresponde a:

t>>t (a<a,). (A2

1w’ tr?

(a>a )<<t

La aproximacién de aguas poco profundas vale

cuando el espesor de la corriente es mucho menor

que su longitud. Pero h/x=t32, y sera acotado si &
<2, lo que requiere

o<4+2n (A3)

La misma condicién garantiza la consistencia de

la condicién de contorno en le frente: la hipdtesis de

balance cuasiestatico se viola si la aceleracién del

frente no se mantiene acotada. De x( t)=bt5§f resulta

X (£)=8(6— l)bts'zﬁf. Luego como antes se re-
quiere 8<2.
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