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Se usa la teoria desarrolada en el trabajo anterior para estudiar las corrientes de gravedad planas autosemejantes.
Hay cuatro tipos de soluciones: (1) continuas subcriticas, (II) continuas con transicion critica, (IIT) discontinuas, y
(1V) discontinuas con transicion critica. La corriente es siempre subcritica cerca del frente, pero cerca de la fuente
es subcritica para corrientes Tipo I, y supercritica en el resto. Las corrientes Tipo I eran conocidas, pero los tipos,
IL, IIT y IV son novedosos. Se determinan los intervalos de parimetros donde hay soluciones y se discuten sus

propiedades.

I. INTRODUCCION

Usamos lateoria del trabajo anterior! para estudiar
las corrientes de gravedad autosemejantes planas con

volumen Q ~ g,t%; la fuente esta en el origen y se

caracteriza por su caudal Q y namero de Froude 7, o

En el frente se cumple la condicion Bzhf = u} ,queda

cuentade laresistencia ofrecida porel fluido ambiente
en cuyo seno fluye la corriente (4 y u dan la profundi-
dad del fluidoy B es un parametro constante). Indica-
mos con ' los conjugados por salto hidraulicoy con J
los saltos; C,. = C.(F,) es unacurva integral que sale
del nodo F' (V= =, Z,= o) que representa la fuente
Cp,=Cp(B) es la curva que llega al punto

PV,=1, Z, :[5‘2) que repesenta el frente. Para
estudiar los varios tipos de corrientes tratamos por
separado los casos <12, 0<a <1, a=0yo=1;

en los dos primeros las soluciones son numeéricas, en
los dos otros son analiticas.

II. FLUJOS CON CAUDAL CRECIENTE

La Fig. 1 muestra el plano de la fase para o> 1.
C, es el nodo; hay dos curvas integralescon ¥ =1: Ly
M. Integrando la ecuacion autonoma desde F con la
condicion ;=1 se determina la interseccion P, de £

con V=1y luego ..

Soluciones continuas(Tipo 1)
Si 0 <B <P, nocruzaa P, llega a F sin pasar por

* Investigador del CONICET.
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singularidades y coincide conunaC,.con #, = 3 <1.
Estas son las soluciones continuas conocidas®, para
las que B determina un Gnico 7. Todo el flujo es
subcritico: laresistencia del fluido ambiente influen-
cia la corriente hasta la fuente y %3 deben ser
compatibles.

016 2 3 VY
Fig. 1: Plano de fase para 00=5/2; a a', b b’, ¢ ¢' son
trayectorias integrales de soluciones Tipo III.
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Fig.2: Caso O > 1: intervalos de parimetros en que hay
corriente de los diversos tipos; las curvas son para 0 =5/2.
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Soluciones con una transicion critica (tipo 11I)
SiB>2,C,cruzala® en C,y lasolucion puede
continuar hasta F'de infinitas maneras: todas las C,.con
a 1<f,<2 llegan a C,. Esas curvas yacen en la region
R, entre My lacurva integral C(Z =V?/4). Lacorriente
es supercritica en el tramo FC) y subcritica en C,P.
Ahora  nodetermina ¥ porquelacorriente supercritica

cercade lafuente depende sélode 7, laresistenciadel
fluido ambiente no lo afecta.

a=5/2, %,=1.66

0
0 1 4
3 a=s/2 7,-166 .
H a TS Perfil: A
3 a 026
b 0.88
C 1.10
2+ b d 1.75
] e 2.00
L\c f 2.24
g 3.16
h o0
1k d
0
0 1 ¢

Fig. 3: Perfiles de corrientes con 0.=5/2, F,=1.66. La
solucion a tiene un salto hidraulico en x = 0.

Soluciones discontinuas (Tipo 1II)

(a) Si1<F<2,C.estdenR,y C;. estaen X (entre
C' 'y M'). Toda C, que entra en &' se conecta salto
mediante* con alguna C,.(trayectoria integral a a' de

Fig. 1). PeroC,entraen K solosi B, <P <2,donde
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By (< B, )salede pedirqueC, (B, ) cruceCen F°.Si
B <By,>Cponoentraenk; sif3 >2 llegaaC;ydauna
corriente TipoIl. Ademassi B, < <[, hay corrien-
tes Tipo Il si F, <¥,<2,donde 7, (B)eselF delaC,
que cruza en F a la C), para nuestro f; si B, <f§ <2
hay soluciones Tipo Il si 1< 7, <2.

(b) SiF>2,Cestaen laregion S (limitada por 2,
CyZ=0)ycruzala?.antesde llegaraC,. Siempre hay
partesde C,enS' (limitada por V=1, 2,y '), luego hay
soluciones discontinuas paratodo 3 (ver las trayecto-
rias b b', ¢ ¢’ de la Fig. 1): si B > B,,,, hay soluciones
para ¥ >2; si B <, las hay para 7 >, .

En las soluciones Tipo III la regiéon FJ es
supercritica, detras del salto (tramo J'P) el flujo es

subcritico; B no determina ¥, porque los efectos de la
resistenciadel fluido ambiente no se propagan hastala
fuente (B determina la corriente sélo en la parte
subcritica J'P, mientras el resto depende sélo de 7).

a=501, ,=2.76
U
3+
2
1
0
0 1 4 2
H a=>5/2,%,=2.76 Perfil: A
a a 0.26
3+ b b 0.35
B c 0.51
r (% d 0.88
e 1.10
- f 1.75
2 | d ‘ L
€
1 El | | f
g
0 !
) 1 g 2

Fig. 4: Perfiles de corrientes con 0.=5/2, 7,=2.76. La solu-
cion a tiene un salto hidraulico en x=0.
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Los intervalos de § y 7, para los diferentes tipos
decorrientessevenenlaFig.2”. LasFig. 3,4 muestran
algunos perfiles adimensionales de profundidad
H=238%’Z y velocidad U=8EV. Se ve que si
0 <B <P, hay para el mismo f3 (y diferentes ¥ ) una
solucion continua (con # <1). Todas coinciden cerca
del frente y difieren cerca de la fuente. Ademas las
souciones discontinuas difieren entre si en la posicion
del salto: J estd muy cerca de la fuente cuando 7 es
proximoa ¥, ., y se desplaza hacia el frente a medida
que crece F . Cuando ¥ =%, ,Jy F coinciden y no hay
diferenciaentre lasolucion “discontinua”y lasolucion
Tipo I con el mismo {3 (¥ es conjugado®de 7. ): las
soluciones TipoIse obtienen de las Tipo Il cuandoel
salto llega a la fuente y la ahoga.

III. FLUJOS CON CAUDAL DECRECIENTE

Cuando o <1 (Fig.5), C; es una silla por donde
pasan dos curvas integrales que cruzan la ?,:C (que

representa unasolucion continua especial paraf3 =2)
y X que va de C, a F sobre la P, y corresponde a
Fo = Fx (Fx = Fo () <1 se determina por integra-
cion numérica). Su conjugada X' permite definir

_7-'7'(=(1<}'7'(<2)8.

0, & 2 3 Vv

Fig. 5: Plano de fase para 00=1/4; a a', b b' son trayectorias
Tipo IIL ¢ ¢' ¢ representa una solucién Tipo IV.

Soluciones Continuas (Tipo 1)
Cuando B <2, C, llega a F'sin cruzar la 2y vale
lo dicho para o > 1. Estas soluciones ya se conocian;

para ellas Fo = 3 < Fye <1
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Soluciones discontinuas (Tipo II)

(a)Si 75 <F, <2,CestdenR ycruzala®, arriba
de C,. Su conjugada C',. estd en K. Solo las C,, que
entran en la subregion X, (entre Ky C') se conectan

salto mediante con las C,. que entran en LRK(entre Ky
C, trayectoria a a' de Fig. 5). Pero C,, entra en &/, s6lo

si By, <P <2 yentonces se puede conectar con las C,.
con Fy Fiue 2 Fys Si B <Py, Cp nO entra en R si
B> 2, cruza la P, debajo de C.

%

3 B

0 1 2

Fig. 6. Caso O > 1: intervalos de parametros en los que hay
corrientes de los diversos tipos; las curvas son para 0t=1/4.

(b) Cuando ¥ >2 las Cestan S, (limitada por C, X
yZ=0)yvande FaC,. Siempre hay partesdeC,enS$',,
y hay soluciones Tipo III*si F >7. .(trayectoriabb'en
la Fig. 5). Las propiedades de estas corrientes analo-
gas al caso o> 1. Si F=F, el salto estd en £=0; esta
solucién discontinua coincide con la solucién Tipo 1

del mismo (.

Soluciones dicontinuas con una transicion critica
(Tipo 1)

Cuando TK'<,'FO<2, C. cruza X, y X (luego de
cruzar la 2, en C,) interseca todas las C,, con 3 > 2.

Hay pues soluciones Tipo IV* (trayectoria ¢ ¢' ¢",
Fig.5). Cuando el primer salto esta en x=0 las trayec-

torias constan de tramos F.J,de Xy J,P de C,,(B >2)
y tienen ¥ =F . Los intervalos 3 y 7, para las corrien-
tes con o. <1 se ven en la Fig. 6. En las Fig. 7, 8 se
representan perfiles de Hy U. Igual que para o> 1 si
0 < B <2 hayparaelmismo {§ (perodiferentes ¥ )una
solucion continua (con #,<1) e infinitas soluciones
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discontinuas (con F >2 siy 0<B <Py, ¥ Fo> Fy sl
B, <B <2), todas idénticas cerca del frente, pero

diferentes en la region fuente; las soluciones discon-
tinuas difieren entre si porque el salto se desplaza
hacia el frente al aumentar 7. A diferencia del caso

o > 1, ahorano hay soluciones para § = . Paratodo
B finito hay soluciones, pero no ocurre lomismo para
Foino hay corrientes con 7X<,’F0<,‘FK'.

a= 1/4, % = 185
U
2
1
0 |
0 1 2 6 3
a=1/4, F,=185 Perfil: A
H a 1.49
2 b 1.62
c 1.74
d 2.00
e 2.05
f 239
1 -
abcde f
0 : :
0 1 2 ¢ 3

Fig. 7: Perfiles de corrientes con 0.=1/4, 7 =1.85. La solu-
cion a tiene un salto hidraulico en x=0

IV. FLUJOS CON VOLUMEN CONSTANTE

Las corrientes con o.=0, § <2 ya se conocian’,
ademas hay soluciones para § 2 2.

Cuando o.=0lacurvaintegral que interesaes V=1,
donde hay 3 puntos singulares'®: E(V,=1, Z,=c y
£=0, ~=h, finito, u=0), B(V =1, Z,=1/4, £ ,u,h=c0)y
C, (V=1L 2,70, E=E, h=0, u finito). Sobre V=1,
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-1/2

&= K‘Z ~al K=cte.. Por lo tanto las soluciones

con Z>1/4 son de la forma V=1, Z=1/4+(K/E)* y las
con Z<1/4 son V=1, Z=1/4-(K/€)*. Entonces:

(a) si B<2 tomamos el segmento EP; con
K=(§,72) [ (4/B°-1), &,=[27B/(12-2B*)]'® sale
u=2x/3t, h=(x/3t)2[1+(4/B*-1)(&, /E)]; h,es menor
quehf SiB—=2,§, —3yh—0.

(b) Cuando B=2 la corriente se obtiene de la

solucién especial aislada (V,, Z, &, =3): u=2x/31,
h=(x/31)?, x<x,. La profundidad se anula en x=0.

a=1/4,5,=226

U

Perfil. f@

132
143
1.62
1.80
1.98
2.10
227
241

abcdefgh

a=1/4, 5, =226

Joe Mo A0 o

0 i i
0 1 2 & 3

Fig. 8: Perfiles de corrientes con 0.=1/4, 7,=2.26. La solu-
cion a tiene un salto hidraulico en x=0.

(¢) Si B>2 no podemos llegar E: usamos el

§0=§fV(1—4/B2),

&, =[27B /{12 2B°[1-(1-4/B*)*}}]", K=§,/2

segmento C,P; con
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sale u=2x/31, B=(x/36)[1-(§, / £)2), §o <E<E,; hes
nulo para 0 <& <§,.

Losperfiles de profundidad de corrientes con 00 =0
se muestran en la Fig. 9. Notar que no hay soluciones

con f=co .l
V. FLUJOS CON CAUDAL CONSTANTE

Cuando 0.=1 las curvas integrales son parabolas
Z=(VIF )* con vértice en el origen del plano fase?y

£=F,%*/V. Representan flujos uniformes con u=F ;%3
€ no es extremo sobre la P. que se puede cruzar
siguiendo dichas curvas. Ademas la . es una curva
integral especial con Z=(V-1)%, £=K|V-2/3[, K=cte.,
que representatransiciones criticas (7=1) entre regio-

nes de diferentes profundidad y velocidad, anédlogas a
las ondas autosemejantes de expansion o compresion

de un gas®: & crece yendode Fa B(V,=2/3,Z =1/9,

§y=o0)sobrela .

H

3.0
2.5

0 1 2 3 4 5
Fig. 9: Perfiles de corrientes con O=0

Lassoluciones comprenden los flujos uniformes ya
conocidos®y corrientes que constan de regiones flujo
uniforme, de acuerdo con las condiciones de contorno,
conectadas con saltos hidraulicos y transiciones criti-
cas.

Corrientes uniformes

Resulta =B, &, = B?3, y las soluciones son
u=(q,p*)"?, h=(q,/B)*, xf=B?’3 para todo {8 incluyen-
do B=F,>1 pues se puede cruzar la P . Estas solucio-
nes son del Tipo I.

Corrientes con transiciones criticas
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SiC,tiene F>1y cruzala P.en T, hay una familia
de trayectorias integrales que constan del tramo FT,
masunarco 77"de laP.(con T"entre Ty B, pues & debe
crecer) y un tramo 7"P de una corriente uniforme con
Fo>F,- Luego si FTP representa una corriente unifor-
me por un dado [, hay infinitas soluciones con transi-
ciones criticas que tienen el tramo F7T en comun con
ella, perodifieren cerca del frente, donde son corrien-
tes uniformes con otros discontinuas que tienen en
comun con ella partes de §’>f. Entre las partes
uniformes hay una region intermedia critica dada por
el arco TT". Un caso especial B = consta del arco

FC, de 2, sin partes uniformes: es la solucién del
problema clésico de la rotura de un dique’. Estas
corrientestienen analogias con las corrientes de caudal
variable Tipo Il y IV.

%

5 F

2 b

1 E

=B
Tipo I
{ I ]

0 1 2 3 B

Fig. 10: Corrientes con caudal constante: intervalos de 7,y

B en que aparecen las diferentes corrientes.

Corrientes discontinuas

Si C,. tiene F>1 hay una familia de soluciones
discontinuas representadas por tramos FJ de C,.que
van de F a puntos J debajo de la 2. donde hay saltos
hidraulicos, y tramos.J'P de otras corrientes uniformes
con ¥,'<¥,. Luego, si FTP representa una corriente
uniforme para un dado B, hay infinitas soluciones

discontinuas que tienen en comun conellapartesdeC,,
pero cerca del frente son corrientes uniformes con

otros B’ < . Las partes uniformes empalman median-
teunsalto. Cuando 3 > 1 hay soluciones de este tipo si
Fo>B- Para B <1 las hay si 7>, =B[2/¢ (B~

En la Fig. 10 mostramos los intervalos de § y %,

para las diferentes corrientes con =1 yenlaFig. 11
damos algunos perfiles.
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VI. COMENTARIOS FINALES

(Quésentido fisico tienen las autosemejanzas(a.s.)
obtenidas aqui? Las a.s. son soluciones exactas de
problemas “degenerados™; ! su interés reside en que
revelan laasintética intermedia!’” de problemas reales
nodegenerados. Cuando las soluciones se construyen
directamente (y no a partir de un problema de valores
iniciales y siguiendo su evolucidn hasta su asintdtica
intermedia) no queda claro que problemas no degene-
rados corresponden, pues por si ofrecen pocos indicios
de ello; en realidad, ni siquiera podemos asegurar de
antemano que el problema original corresponda a un
experimento real. Por suerte las a.s. obtenidas con el
método del plano de fase tienen siempre sentido fisico
(no nos constan excepciones), aunque a veces corres-
ponden a condiciones iniciales y de contorno algo
bizarras'®; igualmente, hasta encontrarel problemade
valores iniciales cuyaasintética intermedia intermedia
representan, no podemos asegurar que tengan sentido
fisico. Un analisis completo y riguroso de este tema
excede el presente trabajo, pero igualmente diremos
unas palabras al respecto.

a=1,%= 1.5
U
3+ 1
h
4
2 =
f
< ¢
al| M
b/.l ~NC
0 1 ) 1
0 1 2 3 4
a=1,%=15 Perfil: A
H a 0.69
b 0.84
3 F c 1.03
a d 1.24
b e ].50
c f 2.67
2 d g 5.00
e h 12.00
\ i oo
1+ \‘\ f
\\\
h .
ﬁ\_ﬂ

0 1

0 1 2
Fig. 11: Perfiles de corrientes con OL=0 F,=1.5; la solucién a
tiene un salto hidraulico en x=0.
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Las corrientes autosemejantes con caudal crecien-
te sonregularesen ¢ — 0.No hay dificultad en imagi-

nar un problema no degenerado en que Q = g,¢” para
¢ > 0 y ciertamente hay problemas de valores iniciales
cuya asintética intermedia estd dada por nuestras
soluciones. Por razones fisicas esperamos que el tipo
de corriente dependera del caracter (discontinuo o no)
del empalme entre las partes determinadas por la
fuentey porel frente. Dicho empalme dependera de la
extension de laregion de influencia del frente, que para
B(oF ) suficientemente pequefio ahoga la fuente dan-
do corrientes Tipo I. Cuando la fuente no esta ahoga-
da, B y¥,sepuedenelegirindependientemente (Tipos
II y III). Estos es justamente lo que se encuentra.
Comentarios semejantes se pueden hacer para corrien-
tes con caudal y volumen constante.

Cuando o <1 el problema se complica porque en

un caso real no podemos cumplir Q = gut" ent=0 (Q
es singular). Al formular el problema de valores
iniciales no degenerado hay que imaginar que cuando
la fuente comienza la ley de potencias, hay una co-
rriente preexistente (la fuente se debe haber abierto

previamente) conun volumen Q, # 0y ciertos perfiles
de uy i (que dependen de la historia previa) que por
supuesto no serdn autosemejantes; entonces en /=t
comenzamos acerrar la fuente, de modo que Q(0)=Q,(#/

t)* para £>t,. Esperamos que nuestras soluciones
describan la asintdtica intermedia de este problema
para tt,."” Es l6gico que ahora el empalme entre las
partes de la corriente determinadas por la fuente y por
el frente sea mas complicado que antes, porque en la
transicién a la asintética intermedia quedan ciertos
efectos de las condicioens iniciales (mientras lamayo-
ria de los detalles del flujo preexistente pierden
relevancia) que se manifiestan en la solucion autose-
mejante. Consideremos, por caso, laregion intermedia
de las corrientes Tipo IV: formalmente es necesaria
porque las partes del frente y de la fuente no se pueden
empalmar directamente como en las corrientes Tipo 11
y II1, pero fisicamente su causa no es obvia. La region
intermedia es muy peculiar: esta siempre dada por la
mismacurvaX: el flujo intermedio no dependenide las
propiedades de la fuente ni de las del frente (que solo
determinan la posicion de los saltos sobre X). En otras
palabras no depende de las condiciones de contorno.
Es logico inferir que la region intermedia es conse-
cuenciade las condiciones iniciales.
Resumimos ahora nuestras conclusiones.

Para evitar ambigiiedades (las soluciones “no uni-
cas”segun otros autores®) hay que caracterizar la
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fuente dando 7 ademas del caudal. Para obtener las
autosemejanzas es también nesesario también consi-
derar soluciones con saltos hidraulicos. Hay entonces
soluciones para toda combinacion (compatible) de
condiciones de contorno en la fuente y en el frente.

Hay 4 tipos de corrientes autosemejantes: conti-
nuas (Tipo 1), con una transicién critica (Tipo 1I),
discontinuas (TipoIII), y discontinuas con unatransi-
cion critica (Tipo IV). Cerca del frente la corriente es
siempre subcritica, pero cercade la fuente es subcritica
enel Tipoly supercriticaen los demas. Las soluciones
Tipo [ ya se conocian, pero los Tipos II, Il y IV son
novedosos.

Hay corrientes Tipo [ s6lo en ciertos intervalos de

B,yademas %, = 3 ,porque al region de influenciadel
frente llega hasta la fuente. Hay una estrecharelacién
entre las corrientes de Tipo I y III: cuando el salto
hidraulico de una corriente Tipo III se acerca a la
fuente y la ahoga, se obtiene una corriente Tipo L.

Hay corrientes TipoIlsio>1,>2,y I < F; <2.
Se caracterizan porque la transicién entre el flujo
fuentey el flujo frente es continua. La fuente esta fuera
del dominio de influencia del frente y B no determina
Fo

Las corrientes Tipo III ocurren para o, 3 cuales-
quierasi 7 es suficientemente grande y sino estamos
en el rango de o, B, ¥, de los Tipos Il y IV. Estas
soluciones tienen una discontinuidad, la fuente esta
fuera del dominio de dependencia del frente y 3 no
determina ¥ .

Hay corrientes TipolVsia <1, >2, 1 <%, <2.
Tienen una complejatransicién entre el flujo fuente y
el flujo frente: primero, un salto hidralulico conectala
parte fuente con un flujo intermedio subcritico, luego
hay unatransicién aunaregion intermedia supercritica,
finalmente un segundo salto hidraulico conecta la
region intermedia con la del frente. Igual que en los
Tipos Il y 111, la fuente esta fuera del dominio de
influencia del frente y § no determina .

Cuando el volumen es constante hay corrientes
Tipo I para todo B finito; ademas de las ya conocidas®

con B <2 hay corrientes con =2, con una regién

seca cerca del origen.
Paracaudal constante ademas de corrientes unifor-

mes?®, hay para todo B corrientes discontinuas o con
transiciones criticas si F, > 1.

En resumen, para cualquier § hay una familia de
soluciones autosemejantes que describen las corrien-
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tes producidas por fuentes con diferentes combinacio-
nes de o y %. Solo cuando la corriente es toda

subcritica (Tipo I) %, = %3. En los otros casos se

puedenelegir § y 7, independientemente.
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15.ver G. B. Witham, Linear and Nonlinear Waves.
Willey, New York, 1974.

16.G 1. Barenblatt, Similarity, Self-Similarity, and
Intermediate Asymptotics. Consultants Bureau,
New York & London, (1979).

17.cuando el sistema ha evolucionado hastya alguno
de los parametros constantes no es mas relevante.
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18.ver por ejemplo J. Gratton, F. Minotti, J. Fluid

Mech. 210, 155, (1990).

19.mucho después que la cacteristicas C, que emano

Ei
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de la fuente en t=t, ha llegado al frente de la

corriente, cuando Q(H»Q, y los detalles de los
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perfiles en 7=t,ya son relevantes.
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