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Se estudia un modelo de crecimicento de raices con competencia de rafces a través de un problema de frontera
libre. Son cstudiados los clectos resultantes de diferencias en disponibilidad y transporte de nutrientes méviles
entre la superficic de la raiz y cl borde rizos{¢rico producidos por una absorcién activa tipo Michaelis-Menten para
bajas y altas concentraciones. Las ccuaciones del modclo son resucltas mediante ¢l método del balance integral
y las soluciones numéricas son usadas para cstimar cl crecimicnto radial de la raiz asf como para calcular la
concentracién de nutriente en la interfasc rafz-suclo. Gréficos de radio raiz vs. tiempo y concentracion interfase
vs. radio raiz son prescntados cn funcidén de algunos pardmetros caracteristicos del sistema suelo-planta.

Los resultados muestran similitud con los resultados para ioncs poco moviles aunque el efecto de cicrtos
pardmctros como cl poder de absorcién dificre notablemente con una implicancia importante en el manejo

nutricional dc cultivos.

INTRODUCCION

Uno dc los métodos para cstudiar 1a toma de
nutrientes por raices de plantas. cl cual pucde serun
método satisfactorio para modclar cl sistcma suclo-
planta, c¢s aquel quc hace uso dc ccuaciones
difcrenciales parciales para los flujos difusivo y
conveclivo hacia la rafz [1,2.3] y cn articulos
recientes un método para calcular ¢l crecimiento
radial de raiccs ha sido propucsto [4.,5]. El objctivo
dcl presente trabajo cs cstimar ¢l mismo por cl
método del balance intcgral [7] para ioncs moviles
a bajas y altas conccntracioncs.

ANALISIS

Dcbido al complicado esccenario del sistema
suclo-planta fuc clcgido un idcalizado modclo
unidimensional dc difusién-conveccién para cste
estudio. Sc suponc una rafz cilindrica vertical
sumergida cn un suclo homogénco ¢ isétropo. Las
condicioncs dc humcdad, tcmpceratura y luz son
constantes. La toma dc nutricntcs ocurrc ¢n la zona
de absorcién de la rafz y cs descripta por una
cinética tipo Michaclis-Mcntcn. Pclos radicales no
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son considcrados. El transporic dc nutricnte ocurre
via conveccién y difusion radial unicamcnte. ElL
influjo mdximo (J,,) y la constante de Michaclis-
Menten (K ) son indcpendicntes de la velocidad de
solucion suclo sobre la rafz (v,). El coclicicnte de
difusion (D) y ¢l poder buffer (b) son
indcpendicntes de la concentracion. La produccion
0 dcplexién dec microorganismos cs considerada
nula y todo cl nutricntc quc arriba a la raiz cs
asimilado para cl crccimicnto. Para poder calcular
C(s(t),t) como una funcién cxplicita dc s(t) y t as{
como s(1) para un rango genceral dc concentracioncs,
las ccuaciones quc gobicman cl transporte masal y
difusivo de nutricntc hacia la raiz [3] y las
ccuacioncs quc controlan cl crecimicnto son dadas
cn cl siguicntc problema dc frontecra libre (en
coordcnadas cilindricas) por:

i) DC+D(1+e) C/r=C, s <r<R,0<t<T,

i) C(r,0) = ®(r) .soST<R,,
iii) -DbC, (R.t) + viC(R,,1)=0 L0<t<T,
iv) DbC, (s().) + voC(s(t).1) = kC(s().)-E = aC(s(t),0)s(t), .0<t<T,
1+kC(s(t).t) / Jm
v) s(0) = s, , O<so<R,
¢Y)
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-donde C=dC/ar,

para ¢l cual existe solucion, i) es la ccuacién de
Cushman, la cual es una simple aplicacién del
principio dc conservacién de masa en suclo, ii) ¢s
la concentraci6n inicial, y iii) ¢s la condicion de

contorno sobre ¢l. radio rizOsferico teniendo en -
cuenta la competencia entrc rafces (puede entrar

‘agua pero no iones extras), iv) son las condiciones
sobre la interfase raiz-suelo - representando’ el
balance de masa, y v) es la condicién inicial para
la frontera libre s(t) (interfase raiz-suelo o radio
rafz). §(t) = ds(t)/dt es la vclocidad de la interfase,

a es un coeficiente estequimétrico, R, es el radio

rizosférico, y. s, es ¢l radio inicial. El pardmetro €

estd dado por € = v,5/Db' > 0. O(r) es cl perfil®

inicial de concentraciones (dado por la ecuacién
(11) abajo). Las dos condlcloncs (1-iv) pucdcn scr
escritas como

(2)

C(S(l) n = g(C(S(l) 0) .

s éf(C(s(L),t)), t>0 3

donde las funciones g y f estdn dadas por:
kC N

—_ _ -E-v (|,

g() b T ke, o)
(o) =L| X __ -E )
1+ kC/J _C

s

las cuales satisfaccn las siguicntes propicdaclés:

S+ 8% -E)-d
— < C«<

2k

gC) >0 C, =

+' -] +8%(J -E)+ d

<C = “(6)"
2k

donde

d= \/[—Jmi+82(Jm—E)]2—4SZJmE
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C,=9°C/or’, C=dC/at, r cs la-
coordenada_posicién, t el tiempo, T cs cl ticmpo

~con la hipGtesis:

k E -1

2=250,=2<(1-2) -
. v0> Jm<'( &2)
v |
E |
f(C)>O(:>C>C S} |
Kk [1EA,] |

con Ja hipétesis: (E/Jm) < 1.
Para resolver (1) esto es, calcular C = C(r,t), y
en particular, C = C(s(1),t) y 1a frontera libre r = s(t)

‘(desconocida a priori) aplicamos el método del

balance integral [6,7,8] al presente caso de
crecimicnio de rafces. La solucién sc encuentra
integrando la ecuacion difercncial parcial (1-i)) enr
sobre ¢l dominio (s(t),R). Asi resulta:

RI Rl

[caoar =D [ cpdr+

s i s() (8)

o N
+D (1 +¢) f o dr
s(t)
y proponcmos;
Cry =@ [1 + PO R, ir)?] ')

la cual depende de los pardmetros del- sistcma y
satisface las condiciones iniciales y de contorno 1-
i) and 1-iii), esto ¢s:

CH0) =@ = BO) =0, 10
o . e
CCRDDR,) = GRY)=CR, M. (1D
- . 0 ’

3

Definicndo o = o(t) por:

o(t) = CsW.D) = PO POR, SO
o o = i e
J B T

- (12)
la cual dcpchdc de 1os parémctros' del sist_:‘ema a
traves de s(t), P(s(v)) y B(t), y reemplazando (12)
en la Ec.(8), despucs dc manipulaciones ele-
mentalces, el problema (1) se reduce a:

]
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_;j ‘Rf _
o f () dr =D [ CR,D-s(0) ] +
;su) ;
b
J CR.D  &T) . { CrY)
-} I 1 ,
1 ,7(“? R, 50 (f e
\ . [lg [ : (13)
’ “con tt > 0, y“,,.
. t>0 '
l;« . SOIRFICI)
o
i s(0) -Js |
ua ‘! i

Recmp1a7ando ) cn'la Ec.(13) y haciendo la

apr0x1ma01<?n de bajas - concentraciones (J=kC),
dcspues de “mampulamoncs clementales obtencmos
[ el sngu1cntc sistema de ccuacioncs difcrenciales

. ordinarias fuertcmcntc acopladas (vdlidas para los

- casos 21,2 3): 1

p* o |
o ]
dB(l) _ (F,+F,+D(1 +&)(F, +F, +F +F +F, +F))
aj F,+F +F,, R
| astvy _ ok _
AR+ RO+ OR, 56|
o E
T4
3 <D(s(t))[1+B(t) (R, s(t)z]Jg e
N n |
p BO= 0" s(0) = s
i o) =BA - 2 (15)
n B
(16
! ]’ _‘R il (k~vo)B~ (K/sp)
1
. -»
Ellpcrﬁl inicial de concentraciones d(r) dado por

la Ec. (15) ha sido calculado mediante el método
cuasiestacionario [4] para bajas concentraciones y

[ . :
queda determinado por ¢l sistema. Las funciones F;
# 1

S
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i ['
1

iy

oo

cstan dadas por: i

lgs]
I

_ Yo , D{+€)
b R

5
£+
1 R1

1 kcb(s(t))[1+[3(t)(R S(t))z] !
B | 11, )01 +BOR, )]

1
o
1

- E~v,®(s(0) [1+B(t)<R1fgt)>2]l :

F - - 260 [1B0 ®R-s0)]

s(t)
F, = B{140) R}

TRt |
J [Ss(t) Rc] ?

v
+ BB (O[R, ~s(V)] ,

i

]

F, = 2BB()RIn a
5 1 ?L)

_ AR

F, , - ,
_ (e +1) [s*D© Rf*"J_,
2 1

F, =ZABOR, |— - —
€ (0 R] g

+

]

€D - R J ’

F - ABO [ 1
-0

il
F, = BRU[R, -s(1)] ___[R‘”’ W(t)] ,

Fy = 'BRI[Rf—sz(t)] + 2A_1:; [R(f“’ —s“(t)] :

F, = §[§§~s3(t)]-(;f_s){R§3'€’ —s<3}-€> (t)].

Remarcamos que para los casos particulares €
=1, 2 y '3, pucdc obtencrse un sistema de dos
ecuacioncs diferenciales ordinarias similar a (14).

La solucién del sistema (14) se obticne
numéricamente a través del método de Runge-Kutta
para un sistema de eccuaciones diferenciales
ordinarias. Las figuras 1 y 2 representan resultados
tedricos para la concentracion de la-interfase raiz-
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-suclo C(s(t),t) vs. s y posicién dc la intcrfasc -s(t) -

vs. t cn funcién del poder dc 9bsbrci6n k.
. o
QAS(1),1) (x10-7 MOL/CM"3) £

], -E
" --A‘= § ry Sy i
*S 4

2 a+Yy

R; R

X ) o il '
0.12 \ . (| ) \ .
Vo - 0.8E-8 CM/8 ; k = 248-7 CW/8 . ; ok b
010 - dm O %2 ' o o
' §- 0 %35 SH28 o « Las Figuras 3 y 4 rcpresentan resultados te6ricos
'08 =0, # - - . .
001 5% 100, « - - i para C(s(t),l) vs. s y s(l) vs. L respectivamente en
0.08 - funcién de la vclocidad de flujo convectivo v,
004 PR U S S— — B respectivamente. ;A .
T v Tk = 40E-7 CM/8
00 R e \ . OS) (x10-6 MOL/CM™3) |
' L > k = BOE-7 CM/8 00 m-E-13 Moua ™2
0.00 - \ o 80-0.06 CM
006 0.56 106 166 . 206 2.66 8¢ o6 R . ) aE-e oM'2/8 ...
RADIO RAIZ (CM) T Vo= 0.8E-10 CM/S LAY
- 0.4 ; e Ee{Em 14 MOLSB- CM%R--
Figura 1 .
' 03 $ t i N 1 i + 4 + 4 & . .
. . Y S, % U2 KL T ———
St (oM - 1 - e e \ .
: ’ . 01 : - \ .
, ‘ k » 24E-7 CM/S . . . '] Vo~'2.4E-10 CM/8: -
2.66¢ - - o Bt }'I : \/ Y PR Y 2 E— o PR LA 14
. ) ] o 1,&‘ 4 0.0 o4 = = = s
o . o 0056 0066 008 0086 O 0126 O.14 ,.-0:.166_' O.17
pos- _ R RADIO RAIZ (CM) o
166 .
- BOE-T Figur
106 - K-2.BOE=T CM/8, A7 ) igura 3
066 - A R R0 O Siif (o - --
R S, MOLIS cM‘z
0.05 1 1 I 2 S 018 é’? » 1
° & o & B B W 2 2 T oy b-100 Vor 24E 10 OM/8-—- e
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) o o6 F?i 4 ...Mous M2 . / I
. PO i 0.13 -
* Figura 2 : v Vor 18E-10 CM/3 / L
L on 4
B ) - / o'OBE IOCMIS
Para altas concentracioncs oblcnemos un sistema — 0.09 ===z u = N Fe
de ccuacioncs diferenciales totalmente similar al del g7 e -
perfil de conccentraciones inicial calculado por cl 0.05%’ I S S R R "
0. ] -] 9 12

método cuasicstacionario para altas conccmrdcmncs
que-cstd dado por: o '

@) =BA - & ,
. ,‘ r i
dondc: ’ a7
. B = 1.8 .
R\ RiJ ™ .
i I ] \“, 3

- ' _ i P
. . . !

" " )
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TIEMPO (DIAS)

. Figura 4 1t .
CONCLUSIONES
Del  andlisis dé los rcsullddos obtcnidos,

conclunmos que para bajas conccntmuones s =s(1)
aumenta lincalmente cuando la'velocidad de fluj jO v,
aumenta o cl radio R, aumenta (la densidad de raiz

w =-1/nR 2 dlsmmuyc, quc 's*="s° (1) aumenta
mgmﬁcalwamcmc poco -cuando cl podcr buffer b
dlsmmuyc quc s'= s(1) €§"'mdximo para un valor
6plimo dc k;"que s = s(t) aumenta lincalmente
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cuando la tasa dc cflujo E disminuyc: quc s = s(t)
aumenta lincalmente cuando cl influjo méximo Jm
aumenta; que s = s() no varfa cn funcion dcl
cocficicntc dc difusién D para una variacion cn un
ancho orden de magnitudces de (1 cn 10°). Para altas
concentraciones: s = s(t) no varia cn funcién dc k;
s = s(t) aumcnta lincalmente cuando v, 0 R,
aumentan; s = s(t) aumenta lincalmente cuando b
disminuyc; s = s(1) no varfa cn funcién dc D, E y
J.. Por otro lado, comparando los rcsultados
obtenidos por ¢l método cuasicstacionario [4] y cl
balancc intcgral, concluimos quc: primcro, cl
comportamicnto cualitativo dc los resultados cs
totalmente similar por ambos métodos y scgundo,
¢l método decl balance intcgral provee una
informacién tcérica més dctallada, por cjemplo,
" para bajas concentracioncs, y para valorces
particularcs dcl resto dc los pardmetros la variacion
de s(t) vs. t con rcspecto al pardmcetro k ¢S
despreciable mediante ¢l método cuasicstacionario,
micntras quc cl balance integral da lugar a un
cambio aprcciable (Fig.2). En cstc cjecmplo. s(t)
aumenta cuando k disminuyc, aunquc cstc cfecto
ocurrc debido a que cl gradicnte cn la interfasc raiz-
suclo (como una funcién dc k y C (s)) disminuyc.
Un andlisis mds dctallado dc los resultados mucstra
quc cxiste un valor 6ptimo dc k para cl crecimicnto.
Ademds, la concentracién dc la intcrfase ¢S
aproximadamente constante, dc acucrdo con los
resultados de Willigen [9] para cl caso particular de
la toma dc nitratos.
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Reccalcamos quc cste ¢s un trabajo de naturalcza
{cérica y rcprescnta una aproximacion cualitativa
para cl crecimicnto dc raices debido a la
incorporacién dc un unico ion moévil. Por
comparaciéon cntrc los rcsultados dcl presente
modclo y ¢l modclo para ioncs que son
rclativamentc  inmd@viles para  bajas y altas
concentraciones, concluimos quec la cinética de
absorcion (J = kC o J = J,, respectivamente) ¢s més
cficicntc para bajas conccntraciones a través de
ambos métodos.
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