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Se plantea un modelo de crecimiento de raices de cultivos debido a la absorcién de p-iones poco méviles y g-iones
méviles a través de un problema de frontera libre. Se estudia los efectos resultantes de diferencias en disponibilidad
y transporte de nutrientes a través de la rizésfera producidos por una absorcién activa tipo Michaelis-Menten. Las
ecuaciones del modelo son resueltas mediante el método del balance integral y las soluciones numéricas permiten
estimar el crecimiento radial de raices asi como la concentracién de nutrientes sobre la misma. Para bajas y altas
concentraciones se encuentra un ritmo de crecimiento lineal a diferencia de lo que ocure a concentraciones
intermedias. Ejemplos de concentraciones para el caso particular de 2 iones (uno poco mévil y otro mévil) sobre la
interfase raiz-suelo en funci6n del radio de la raiz y radio raiz versus tiempo son mostrados para el rango de bajas

concentraciones.

L. INTRODUCCION

En articulos recientes'* ha sido propuesto un
método para calcular el crecimiento de raices debido
a la absorcién de un tnico nutriente a través de un
problema de frontera libre’. En estos articulos la
interfase raiz-suelo s(t) vs. t asi como la concentra-
cién sobre la interfase C(s) vs. s para iones poco
moviles' e iones méviles* a bajas concentraciones
fueron calculadas a través del método cuasi-
stacionario’. Ademas, C(s(t);t) como una funcién
explicita de s(t) y el tiempo t, asi como s(t) vs. t han
sido calculados(para iones méviles y poco méviles)
a través del método del balance integral>”. El objetivo
del presente trabajo es calcular s(t) en funcién de t'y
la concentracién sobre la interfase Ci(s(t),t) en fun-
cién de s(t) y t debido a la absorcién de n iones poco
moéviles y méviles mediante el método del balance
integral, estimando el efecto de diferentes parametros
del sistema suelo-planta sobre el crecimiento de
raices.

II. ANALISIS

Como es usual'*!® se asume una raiz cilidrica
inmersa en un suelo homogéneo e isotrépico en
condiciones de humedad, temperatura y luz constan-
tes. El ritmo de toma de iones es descripto por
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cinéticas activas del tipo Michaelis-Menten, donde

los influjos maximos (J,,) y las constantes de

Michaelis (K,, ) son independientes de la velocidad

de flujo del agua del suelo sobre la raiz(v,). El
transporte de nutriente ocurre via conveccién y difu-
sién en la direccién radial inicamente (para simplifi-
car la geometria). En la solucién suelo hay difusién.
Los coeficientes de difusién (Di) y los poderes buffer

b, son independientes de las concentraciones. I, , k,

(poder de absorcién k = J,, /K, ), o E, (eflujo) y no
cambian con laedad de laraiz. Los coeficientes D, son
independientes del flujo y v, no es afectada por las
concentraciones de los iones. Se considera nula la
produccién o deplexién de nutrientes por actividad
microbiana y a todo el nutriente incorporado como
disponible para el crecimiento de la rafz (indepen-
diente del metabolismo vegetal). Las cinéticas de
absorcién de iones se consideran independientes
entre si, es decir no competitivas. Se asume que R , R,
..., R_son radios rizésfericos fijos para los iones
méviles y poco méviles con R, < R, donde j corres-
ponde a iones poco méviles y k a iones méviles. El
siguiente problema de frontera libre tiene significado
matemdtico en el dominio s(t) <r<R ,0<t<T=min
(R,,...,R ). Desde un punto de vista fisico se reempla-
za la informacién de C, o el flujo (con i distinto del
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|
correspondiente al 'R _ ) sobre r = R, (lo cual es a
priori incégnita) para 0 < t < T por la informacién de
C, o el flujo nulo sobre R para 0 < t < T. Debido al
método aproximado utilizado para la solucién, pode-
mos definir C, = C, (r,t) paras(t) <r<R, 0<t<T. Asi,
el modelo de crecimiento de la raiz se expresa en el
siguiente problema?de frontera libre (en ;[coordenadas
cilindricas) donde las ecuaciones de transporte para
“los n-iones estédn d?das por: l:
i) DG Di(1+g)—=C;,s(t)<r<R;,
il :

0<t<T, |
J

las condiciones iniciales para los n-iones moviles'y
poco mdviles son:

ii) C(r,0)=d(1),

$<r< Ri, i=1,..5n
\i |

las condiciones de contomo para los p-iones poco

méviles son: ; .
i
}

ii) Ci(R;,t)= C,,,,
0<t<T, i=1,. ,p
I
y las condiciones de contorno para q

- |
moviles son: l
o

v) 'Dibbici,(Ri"t)+VoCi(Rpt)=0’ |
0<t<T, | i=p+le.n|
i |

las condiciones de balance de masa sobre la interfase
raiz-suelo son: '

= (n-p) iones

vi) D;bC; (s(t),t:) +v,Ci(s(t),t) =
TR _E,
+J—iCi(s(t),t)

m;

i=1,..,n

= le,(ls(t),t)
el é(s(t},t)

!
{ m; E
H

_zn: El[i élcl( s(t), t)j]ds(t) ...... ,n

i

vii)

y la condicién inicial para la frontera libre s (t):
I
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viii) s(0) =s,, 0<s, <R, <..<R )]
donde:
C, =dC;/or, C; =9°C;/ar’, C; =9C; /o,

r es la coordenada posicion, t es el tiempo, T es el

tiempo para el cual existe solucién, i) es la ecuacion !
de transporte de Cushman'® para el ion i-esimo, ,
s(t)=ds(t)/dt es 1a velocidad de crecimiento, a, es el |
coeficiente estequiométrico para el i-esimo ion y s_es

el radio inicial. Los parametros €, estdn dados por:

€, = Vs, / D;b; > 0.
Las @, (r) son los perfiles de concentraciones inicia-

les.
Lasn condiciones sobre la frontera libre (1-vi-vii)
pueden ser escritas:

Ci, (s(t),t)= gi(ci (s(t),t) =

) 1-[ k.G, (s(t),t)
Dib; | 1+JLci(s(t),¢)

m;

VGO —E; |
. ':(2)

C. >0,

t>0

s(t) =f(C;(s(t),t) =

ki

1 [" k,C; (s(1),1) _"»»E.

e : in1 ki . i=1 lv’* 3
za;Ci | I 1
i=1

C, >0,

t>0

* las cuales satisfacen las siguientes propiedades:

&(C)>0 & G>Cp, = = @)
.
conk, >v,, i=1,...,n . T
£(C,,....C,)>0 & kfi(s(t)’t) > Y E,__
A RGO,
- (5)
i=1,...,n '

Para resolver (1) (esto es, calcular C=C(r,t) y en
particular C, = C(s(t),t) y la frontera libre r=s(t) (a
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priori desconocida) aplicamos el método del balance |

integral®’, integrando las ecuaciones diferenciales
parciales (1- 1) en la variable r sobre el dommlo (s(t)

R) respectlvamente
§ Y

j C (r t)dr = D; jc 2

s(t). i s(t) : ! R s(t) SR
T » . - '(6)

i=1,.,n
.Y proponemos:

Ci(r,) =@, (D[1+B, (DR, -1)* ~ (7

_ con @, y B; adeterminar, i = 1,...,n
s ) 4 - i

las cualés dependen de los pardmetros del sistema a

. través y satisfacen las condiciones iniciales 1-ii) para
los n-iones, las condiciones de contorno 1-iii) para los

. p-iones poco méviles y las condiciones de contorno
1- iv).para los (n-p) iones méviles, esto es:

: y . to . .

C/(r,00=®, (), Vrels,,R,] & B,(0)=0, (8)

i=1,...,n ' ;

CR;,)=C_,0<t<T & O,(R;)=C,_,09)
i=1,...,n '

-

oo *—DbC (R,,t)+v0C(R,,t) 0 !

PN ~Dyb,®{(R,) + Vo (R;) =0 (10)

_.p+1’ N v

Denotando (x o, (t) por:
o oty = C(s(t) t) =

—

=TT =E GO0 O®-soy] D

las cuales dependen de los parametros del sistema a .

— través de s(t), P, (s(t)) y B (t) Reemplazando (5),
(10) en (6), el problema (1) se reduce a:"
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(r, t)dr+D(1+e)j——-——d o

| j C, (r.0dr=D][C, (R,,t) -8, (t))]

s(t)

: R: g
o, | €. d_r}

. re e - ‘. !
i'.'.S(.-t)":'.s_v"r R

+

EREIPE L.-» .i="1,...;p

E +D)(1+e)C#
IR s

P D L - * .

e T e

j C, (r,0dr=D [c (Rl,t) g,(a (t))]

s(t) 1
. : R; i .
DR) @, | G dr}
r . .

Ry s(t)

'+Di(1.+ei)[
o s

i=p+1,...,n
Ct>00 (12)

LR

$(t) =f (o, (t),...,a, (1)), . s(0)=s,
I : i .
~ Reemplazando (11) en (12), para el caso de n=2
.con-un ion poco mévil y un ion mévil y la aproxima-
cién de bajas concentraciones para ambos, obtene-
mos el siguiente sistema de tres ecuaciones diferen-

ciales acopladas (vélidas para los casos € # 1,2,3):

v s

dB,(t) F+F+D,+(1+¢)(E+F +E+F +E)
de - (B+E+Ey) , .. ]
- Bi(0)=0,> i=1,....p
: LI ' .
dBi (1) _ Fn"'Flz"'Fm'*'D (1+8)(EA+ES+E6+E7)
dt (Eg+Fq+Ey) v '
. Bi(0)=0,  -i=p+1,...n
ds(ty 1 - lel(s(t) t) N E
dt [" ] < g
E‘aiCi -
i=1 : -
s(o)“o i=1,...,n
donde _ .
®.(r)=C +A[l ( )j| con: A= (ki ~vy)G,
T i R €
k|1 [—‘) -V,
. l So J
' oo i=l,..p
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' -
N ; u .
®,(r)=FB-—, con: B= 1& [l+ % J, F E 0
oot R mvB- 3
| lieptl,.m

Los perfiles de jconcentraciones iniciales D, (1)
dados por (4) han sido calculados a través del método
cuasis-estacionario ;;‘2 para bajas concentraciones y
son determinadas por el ‘sistema similarmente a las
predicciones de Cushman?®, aunque otras funciones
pueden ser ttiles como perfiles iniciales. Las funcio-
- nes F, vélidas para 1= 1,...,p estan dadas por:

u

D.A€g.
14+ D.(1+¢,
R i€ 8')[

F=

C,.. DO1+B:(®) (R -s(v))’]
R, s(t) | !

= _%—[(ki = Vo), (:fs(t))[l +B,(t)(R, - s(t))z] — Ei]’
' ] i , :
i

4
L]

F=(Ci. +ABO[R, ‘i—s(t)]— 2(C + AR (DR, ln[%],
' s

E =(C,. +A)[1+B(t)R2][m—l—;~J

|
AR +B(t)R°'*2][ | L
(g,+1) I_S(E'H)(t) R(E'”) K

E=-

2 e+l l* 1
E =—AB R.% s
ST, B“t)‘ [ (t) R“]

F = AB(ORS[ 1 1 }

(I-¢,) I_S(e D(y) R(z -D
':

w2 ;
[Ri(l—_eii)) - S(l_‘:i)(t)]v

E =(C..+A)R][R, - (t)]— e)

N » -

B =(C.+ AR, [RI -]+ iL[R @) _ g0 p)]
(C.. »+A)[ '

Fo="755

(t)] AR R, g Yo}

(—8)

] :
Las funciones F, vdlidas para i= p+1,...,n estdn dadas

por: !

v0 D;(1+¢,)
E,= b— R. R5+1’

1 1 1

Fa= g {0, (SO 1+ 8,0, ~5(0] - E.],

)d>i<s(t))[1+Bi(t>(Ri—s(t))z] q
E s(t) IR

E,=-D;(d+

B, = FB[I + Bi(t)Riz]l:—(lt;—RL]

—2FBB, (DR, ln[ i)]wsﬁ ()[R -—s(t)],

_ F[l + ﬁi(t)Riz]l:

1 1
BTTT e+ ) | @ RED ]

1 1
F t )
B() [E(t) Rzii:‘

_Fﬁi(t)l- 11
7 (1-8,~)|_s("i”‘) Rz(si-l) ,

FR|2 (I-¢;) -
F, = FB Rf[Ri—s(t)]-——ei)[Ri _ )(t)],.

a-

Ry=-FBR|[R - s(t)]+ LR - ‘“’(t)]

s,)

F

oy [R2(3“i) _ S(S-ei)([)],

By = F—3B‘[Rl3 - Sa(t)] -

Puede probarse que para el caso particular €=1,2
y 3, puede obtenerse un sistema similar a 3 de (n+1)
ecuaciones diferenciales ordinarias.

La solucién del sistema '® es resuelta numérica-
mente a través del método de Runge-Kutta para un
sistema de tres ecuaciones diferenciales ordinarias.
Las Figs. 1 a 6 representan resultados tedricos para la
concentracion de la interfase raiz-suelo C(s(t),t) vs. s
y posicion de la interfase s(t) vs. t en funcién del poder
de absorcién k para un ion poco mévil y un ion mévil.
Las curvas han sido calculadas para valores de
pardmetros del sistema que cumplen condiciones

v
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necesarias y suficientes para la existencia de solucion
28
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Fig. 1: Concentracién Interface para el Ion poco mévil 1 vs.
radio raiz en funcién del poder de absorcién k1.
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Fig. 2: Concentracién Interface para el Ion mévil 2 vs. radio
raiz en funcién del poder de absorcién k1.
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Fig. 4: Concentracién Interface para el Ion poco mévil 1 vs.
radio raiz en funcién del poder de absorcion k2.
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Fig. 5: Concentracién Interface para el Ion mévil 1 vs. radio
raiz en funcién del poder de absorcién k2.
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Fig. 3: Concentracién vs. tiempo en funcién del poder de
absorcionkl.
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Fig. 6: Radio raiz vs. tiempo en funcién del poder de absorcién
k2.
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IIl. CONCLUSIONES

Del analisis de é(t) = ds(t)/dt y 1a absorcién neta

= (kC(s(),0)- E) para los resultados mostrados en
los graflcos (notando 1 para el ion poco mévil y 2 para
el ion movil), se co"ncluye s(t) y A, aumentan mien-
tras A, no varia cuando k, aumenta (Flgs 1,2y 3)
mlentras que s(t) y A, dlsmmuyen mientras A, no
- varia cuando k, aumenta (Figs. 4,5y 6).

De un ana1151s mas exhaustivo de los resultados
numéricos para los parametros restantes, concluimos:
s(t) disminuye y A’l aumenta mientras A, no varia
cuando C,, aumenta s(t) no varia cuando D o D,
aumentan, aunque A aumenta mientras A, no varia
cuando D, aumenta 'y A casi no varia mlentras A no
varia cuando D, aumenta s(t) disminuyey A, aumen—
ta tendiendo a 1gualarse cuando b, aumenta mlentras
s(t) aumenta y A, aumenta tendlendo a igualarse
cuando b, aumenta_ s(t), A, y A, aumentan cuando J,
oJ, aumentan s(t) a’umentayA disminuyecuandoR
aumenta mientras |s(t) y A, aumentan cuando R,
aumenta. s(t), A, y A aumentan cuando \A aumenta

El comportamlento cualitativo mostrado para es-
tos pardmetros puede variar si otro conjunto de valo-
res para los parametros del sistema son usados. El
presente trabajo constltuye una aprox1macxon tedrica
para predecir la torqa de nutrientes y una herramienta

j
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de partida en el disefio de tecnologias pafa la
optimizacién de funcionamiento de cultivos.
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