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Presentamos aquf una deduccién de la teoria de ondas largas de superficie en liquidos (viscosos o no) muy profun-
dos. El enfoque utilizado consiste en reducir al minimo la introduccién de funciones auxiliares tales como potencia-
les o funciones de corriente para hacer que esta teorfa sea comprensible a los alumnos de asignaturas elementales
de grado. Se ha utilizado el anlisis dimensional con el objeto de orientar los cdlculos y se ha tratado, en lo posible,

de darle un sentidafisico a las ecuaciones.

INTRODUCCION

En muchas ramas de la fisica se estudia la pro-
pagacién de perturbaciones ondulatorias en me-
dios dispersivos y disipativos.

El estudio de las ondas de superficie en liquidos
ilustra muchos de los aspectos cualitativamente
relevantes y muchas de las dificultades matemati-
cas que suelen aparecer en estos fenémenos.

Es por estas razones que se consideré interesan-
te extender el acostumbrado estudio de las ondas
de superficie en liquidos ideales al caso viscoso.

Simultdneamente con esto, se advirtié la posibi-
lidad de realizar este tipo de cdlculos sin recurrir al
uso de funciones escalares auxiliares tales como
funciones corriente o potenciales.

Hemos llevado adelante el cdlculo utilizando for-
malismos similares para el caso ideal y para el ca-
so viscoso, destacando en su momento las semejan-
zas y las diferencias. La notacién que se usa es la
acostumbrada en la literatura.

CALCULO DE LAS RELACIONES DE
DISPERSION

Lahipétesis de incompresibilidad conduce a que
el campo de velocidades de un liquido (viscoso o no)
satisface la ecuacién:

Vev=0 1)
Propondremos, como es usual en el estudio de pro-

cesos ondulatorios, que el campo de velocidades se
escribe:

v=V(Z)e*, con:V=we +ue,d=kx-ot (2)

donde z es la coordenada vertical (con sentido
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contrario a la gravedad g) y x 1a horizontal.
De (1) y (2) obtenemos la relacién:

dw

i 3
k dz

u=
A partir de este punto, la descripcién difiere se-

guin se trate de liquidos ideales o viscosos.

A) Liquidos ideales

La dindmica se rige por la ecuacién de Euler:
(4)

donde se ha despreciado el término de la derivada
convectiva, por ser cuadrdtica en cantidades
pequernias.

Las condiciones de contorno que se deben satis-
facer son las siguientes:

La fuerza por unidad de superficie que el liquido

aplica a la atmésfera debe ser igual a la que ésta
aplica sobre aquél:

p[zsup (X, Yy, t), X,y, t] = po (5)

donde se ha supuesto despreciable la densidad de
la atmésfera.

La velocidad normal del liquido en contacto con
el fondo debe ser nula:

(6)

wW(z—>-0)=0
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Resolviendo este sistema de ecuaciones y usan-
do que la amplitud de las oscilaciones es arbitraria
(si bien pequeria), se obtiene la relacién de disper-
sioén:

o = gk )]
B) Liquidos viscosos

La dindmica se rige por la ecuacién de Navier-
Stokes para fluidos incompresibles:

3_v= Ve +g+—-V2v ®)
ot p

donde, como en el caso ideal, se ha despreciado el
término de la derivada convectiva.

Las condiciones de contorno son:

Al igual que en el caso anterior, la fuerza por uni-
dad de superficie que el liquido aplica a la atmésfe-
ra debe ser igual a la que ésta aplica sobre aquél;
pero ahora debemos considerar tanto la fuerza nor-
mal como la fuerza tangencial (esfuerzo de corte):

-
av
-p+2n z} =-p,
sup

z

u(avx +avz H -0
B az ax sup

donde se han supuesto despreciables la densidad y
la viscosidad de la atmésfera.

9

En contacto con el fondo debemos imponer aho-
ra que la velocidad sea nula tanto en su componen-
te normal como en la tangencial:

w(z—>-0)=0
(10)

u(z—o-0)=0
Este sistema se resuelve de manera similar al
caso anterior, obteniéndose la relacién de disper-

sién correspondiente:

4 vZk* - 4(k2-i0v)"? vk - 4i0vk® + gk - 0f =
v = l_l/p) ¢9))
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que también puede escribirse:

)+__.—4 1-1Q (12)

( vk?2 vli:2

ANALISIS DE LAS RELACIONES DE
DISPERSION

La férmula del caso ideal ilustra el fenémeno
bien conocido de ondas dispersivas no disipativasy
su andlisis es trivial.

El anélisis de la correspondiente al caso viscoso
requiere més esfuerzo, ya que no sélo se trata de
una relacién mucho més complicada (implicita) si-
no que, en este caso, ® es un nimero complejo cu-
ya parte imaginaria representa la tasa de decai-
miento de las ondas. Esta dltima puede estimarse
parael limite debaja viscosidad observando que las
combinaciones mds simples con unidades de fre-
cuencia son (gk)'?, vk? y g/Vk, y sélo la segunda de
ellas tiende a cero con v. Luego, Im(w) = const. vk?,
la constante serd negativa debido a que el proceso
es disipativo.

Una manera de proceder al estudio del caso ge-
neral consiste en realizar la adimensionalizacién
de la férmula (11). Existen varias maneras de ha-
cerlo, sin embargo, la mds conveniente es aquélla
en la que aparezcan separadamente la funcién 0y
su variable k. Si se realiza, adema4s, algo de dlgebra
paraeliminar el exponente fraccionario, la relacién
se reduce a:

W2 2
K2+iWH- L oKW )¢ (13)
4 K 4K3
con:
_a)v1’3 . K= kv2R (14)
g2/3 ’ g3

Para interpretar fisicamente la ecuacién (13),
deberd pensarse que las variaciones de K represen-
tan variaciones de k, manteniendo vy g constantes
o variaciones de v manteniendo g y k constantes,
etc; entiéndase, por ejemplo, “K grande = alta vis-
cosidad”.

Aunque se puede realizar todavia algo mds via
andlisis dimensional, para abreviar este resumen
se muestran en la Fig. 1 los resultados obtenidos
mediante la evaluacién numérica de (13), de la que
se ha eliminado un resultado espurio proveniente
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Flgura 1: Relaclon de dlspersmn para las variables
adimensionales obtenida por la resolucién numé-
‘rica Qe la ecuacién (13). l'

(N ; if

‘del manejo algebraico previo. Es interesante notar
‘el corte que aparece en Re(W) y el desdoblamiento
Econsecuem;e de Im(W). En la Fig. 2 se muestran
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Figura 2: Grafico de las funciones tipo K*W para el
estudio de las dependencias asintéticas de la rela-
cién de dispersion.

los graficos de las funciones tipo K*Im(W) o
K°Re(W), que permiten determmar las depen-
dencias asintéticas. . k
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