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Se presenta un método que permite resolver la ecuacién de Laplace en regiones simplemente co-
nexaslimitadas por curvas simples arbitrarias. El mismo est4 basado en la existencia de una trans-
formacién conforme que reduce el problema original a uno de solucién conocida. La ventaja prin-
cipal del método es que norequiere el conocimiento explicito de tal transformacién, de manera que
es aplicable atin en aquellos casos en que no se conoce ninguna transformacién apropiada. Tantoe
la solucién como sus derivadas de orden superior resultan expresadas en términos de cuadratu-
ras explicitas que pueden evaluarse numericamente, o incluso analiticamente, en forma sencilla.

I. INTRODUCCION

Para resolver la ecuacién de Laplace existen

esencialmente dos técnicas diferentes: la separa-
cién de variables y el método de las funciones de
Green'??, En los problemas bidimensionales pla-
nos puede emplearse ademas el formalismo com-
plejo y las técnicas de transformacién conforme.
Ninguno de estos métodos es de aplicacién general
_ dado que su éxito depende del problema especifico:
por ejemplo, las condiciones de contorno pueden
impedir la separacién de variables y, a su vez, no
siempre es posible obtener la funcién de Green o la
transformacién conforme apropiada parael proble-
ma de interés. En estos casos debe recurrirse a di-
versas técnicas numéricas*56, A continuacién pro-
ponemos un método alternativo y de uso general
para tratar problemas planos que estd basado en
técnicas de transformacién conforme.

ILMETODO

a) Condiciones de Dirichlet

Para desarrollar el formalismo emplearemos
las siguientes funciones holomorfas: f=y +1i ¢;
g=F +1G;donde y y @ son las funciones armé-
nicas conjugadas del potencial ¢, y de la funcién de
Green G, correspondientes a las condiciones de
Dirichlet, respectivamente. En términos de estas
funciones se pueden dar dos expresiones formales
de la solucién:

* Becario CONICET
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a) o(x,y)= j o(x, y)g—g-dz (1)
aR)

a partir de la funcién de Green, y:

b) ¢(x',y')=Im’ 1 J @) dZ\ @)

Z-Z' ’

\Zni

a partir de 1a férmula de Cauchy, donde d(R) deno-
ta el contorno del dominio de interés R. Sea {(Z) la
transformacién conforme que aplica la regién R en
el semiplano superior R’ de coordenadas &, . De
(1), 1a solucién formal resulta:

JR)

o x&m.y&m]=-L f

( 1 ;) ¢[z<o] ¢ (3)
dR)

g-¢* ¢-¢
A su vez, desarrollando (2), obtenemos:

00 y) =5 J deosa-ysna g 4)
dR)

donde o.es el dngulo formado por la normal exterior

a Ry el vector con origen en el punto campo (X, y')
y extremo en un punto fuente arbitrario ubicado so-
bre el contorno y r es el médulo de dicho vector.
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Evidentemente la integracién de (3) o (4) requie-
re conocer {(Z) o y respectivamente. La esencia de
este trabajo es mostrar c6mo puede obtenerse y sin
recurrir a {(Z).

Teniendo en cuenta las condiciones de Cauchy-
Riemann para f, derivando (3) y evaluando sobre el
contorno resulta:

(a_w
ot

donde Vp indica el valor principal de Cauchy. Inte-
grando (5) respecto de £’ se obtiene y(£’) y luego con
(4) el potencial en todo puntointerior aR. Paraeva-
luar (5) sélo se requiere el valor del potencial en el
contorno transformado, en consecuencia basta co-
nocer la tranformacién restringida a d(R’); lo cual
es sencillo expresando el contorno en forma para-
métrica: x = X(s); y = Y(s), donde s es un pardmetro
real que, cuando varia desde - a oo, describe d(R)
en seritido positivo. La transformacién restringida
es entonces {(€) = X(§) +i Y(€) y el potencial sobre
A(R’) resulta: ¢(&) = ¢[X(),Y(E)]. De este modo, los
términos que aparecen en el integrando de la Ec. (4)
se expresan mediante funciones conocidas.

=L vp I 99 -96) 4 )

IR
R - &-8)

B) CONDICIONES DE NEUMANN

Con argumentos andlogos al caso de Dirichlet
puede obtenerse en el caso de condiciones de
Neumann:

(6)

De manera que por integracién de (6) se obtie-
4
/\ N
>

O\

ne ¢ sobre el contorno; ademds, de las relaciones de
Cauchy-Riemman, es oy / d& = d¢ / dn , lo que per-
mite obtener el valor de y sobre d(R’). El potencial
¢ se calcula entonces mediante (4).

Debe destacarse que otras magnitudes de interés
como la energia total del sistema y las derivadas de
orden superior del potencial pueden obtenerse fa-
cilmente a partir del formalismo desarrollado. Pa-
ra obtener mds detalles sobre este tema ver la re-
ferencia [7].

III. APLICACIONES

El método presentado en la Sec. II es especial-
mente apropiado para las situaciones en las que el
potencial f sobre el contorno es constante a trozos,
debido a que en estos casos la evaluacién de (5) y su
subsecuente integracién puede realizarse analiti-
camente. Los resultados generales son:

N 1-8, 1-8
(ﬂ) =13 @-0 _0 NP (g
M LS 5t
1 N
i =1 - 1-8
=52 (a0 -8 ©

In

&.1-g-1-89 mfe-g1)

donde se han empleado las notaciones de la Fig. 1
y, ademds, se considera que § <€ <&, ..

Como ejemplo consideremos un circulo unitario
con condiciones de contorno tipo Neumann dadas
por d¢/dp = cos(8) sobre p = 1; donde (p, 8) son coor-
denadas polares. Las condiciones de Cauchy-
Riemann permiten obtener inmediatamente la ex-

4

Figura 1: Representacién del problema y definicién de notaciones.
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presién de y sobre el contorno: y = - sin() + const.
Empleando la transformaclén E = - cot(6/2), la Ec.’
(6) conduce a: o -

: 2% T
9 12072V cos® 4
0] 2T o cOL(8/2)-cot(0'/2)
=L R
Te(9)
cuya integracién da por resultado: d¢/99’ = - sin(0’)

sobre el contorno; de donde se obtiene: ¢ = cos(6’) +
const. Con estas expresiones de ¢ y y, 1a Ec. (4) con-
duce a ¢ =p’ cos(0’) + const, que concuerda con el re-
sultado obtenido con los métodos clasicos. pankd

IV. CONCLUSIONES : S

El método desarrollado presenta’la ventaja de’
ser aplicable con igual sencillez a cualquier recin-
to plano simplemente conexo. En ciertos casos la
solucién es completamente analitica, y en aquellos
casos en que debe recurrirse al cdlculo numérico,
éste sereduce a la evaluacién de simples cuadratu-
ras con las consiguientes ventajas sobre los méto-
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formaciones conformes numerlcas

dos numéricos tradlcmnales de gnllado ] de trans-

i )
REFERENCIAS B
' * ’I *

1. P M. Morse and H. Feshbach “Methods of
Theoretical Physics” (McGraw-Hill Book Co,
New York, 1953). "

2. H. F. Weinberger, “Introduction to Partial

+. Differential Equations with Methods of Com-
plexVariables and Integral Transforms” (Blais-

“dell Pub. Co, New York, 1965).

3. J. H. Jeans, “Mathematical Theory of Elec-

tricity and Magnetism” (5° ‘ed., Cambndge

University Press, 1958). b

>

R. Menikoff and C. Zemach, J. Comput Phys
. 136 (1980), 366. Pome
5'3 D. I. Meiron, S. A. Orszag, and M. Israeli, J.

Comput. Phys. 40 (1981), 345. t

6: R. Hostens and G. De Mey, Computer Physxcs
* Communications 16 (1978), 5. .

7. F.Minottiand C. Moreno, “Solution of Laplace s

~ Equation in Single- Connected Regions’
BoundedbyArbltrary Smgle Curves J.Math.
Phys (en prensa).

\\\\\\

JSAN LUIS 1989 - 20




