GENERALIZACION DEL ARGUMENTO DE EPR:
LOS GRADOS DE LIBERTAD NO SON LIBRES

A.C. dela Torre
Departamento de Fisica, Facultad de Ciencias Exactas y Naturales
Universidad Nacional de Mar del Plata
Funes 3350, 7600 Mar del Plata

Se demuestra el siguiente teorema: En un contexto Realista, suponiendo la validez de 1a Loégica
Clésicay del Formalismo de la Mecanica Cuéntica, si la Mecanica Cuéntica es una teorfa comple-
ta entonces los observables asociados a los grados de libertad no son fisicamente independientes.
Esto significa que no existe ningin experimento para medir o alterar a un grado de libertad que
no altere a los demaés grados de libertad. Se analizan dos casos especiales del teorema. Uno es el
argumento de EPR que demuestra que la completitud de la Mecdnica Cuéntica implica la no se-
parabilidad. En el otro caso la completitud implica que Ra no es una representacién adecuada del

espacio fisico.

El argumento de Einstein-Podolsky-Rosen
(EPR)}, que se presenta aqui en su versién més
simple y clara?, relaciona los cinco ingredientes si-
guientes:

REALISMO DEBIL (RD)

Este es un postulado filos6fico que nos permite
definir la existencia de los Elementos de la Reali-
dad Fisica (ERF) de la siguiente manera: “Si pue-
do predecir con exactitud el valor de un observable
sin modificar en forma alguna el estado del sis-
tema, entonces existe un ERF asociado al mismo”.
Es interesante notar que dicho postulado realista
es mds débil que el postulado realista que consiste
en afirmar la existencia objetiva del mundo ex-
terno independientemente de la observacién, ya
que en la definicién de ERF se hace alusién a la po-
sibilidad de predecir. El realismo implica al RD
pero no viceversa, lo que significa que una violacién
de RD obligatoriamente nos lleva a un positivismo
extremo.

COMPLETITUD DE LA MECANICA
CUANTICA (COM)

La Mecdnica Cudntica (MQ) es una teoria com-
pleta si su formalismo, definido més adelante, per-
mite asignar un valor preciso a todos los ERF.

SEPARABILIDAD (SEP)

Un sistema fisico compuesto por dos subsiste-
mas S, y S, no interactuantes ubicados a una dis-
tancia D es separable si para distancias D suficien-
temente grandes ninguna accién en uno de ellos
modifica en forma alguna al otro.
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FORMALISMO DE LA MQ (FMQ)

Conjunto de recetas matematicas para hacer
predicciones sobre los sistemas fisicos. Dicho for-
malismo se encuentra definido en los textos estan-
dard de MQ.

LOGICA CLASICA (LC)

Reglas de inferencia con la estructura de un re-
ticulado Booleano.

El argumento de EPR puede expresarse en for-
ma de teorema utilizando la notacién légica usual

FMQALC ARD ASEP -»-COM (1)

Para demostrar este teorema consideremos un
sistema formado por dos particulas en una dimen-
sién, siendo X, y X, sus coordenadasy P, y P, sus
impulsos correspondientes. Los operadores asocia-
dos a las cantidades D =X -X,y P=P, + P, con-
mutan, siendo posible, segiin el FMQ, preparar al
sistema de forma tal que estas cantidades sean
exactamente conocidas. En cuatro pasos se de-
muestra el teorema. 1. Midiendo X, puedo prede-
cir con exactitud X, = D+ X,. Si SEP es vilida, es-
tonomodificaen forma alguna ala particula 1 exis-
tiendo por lo tanto un ERF asociado a X, denomina-
do ERF (X)). 2. Midiendo P, puedo predecir con
exactitud P, = P + P, y la SEP implica ERF (P)). 3.
Estd claro que ambas mediciones no pueden hacer-
se simultaneamente. Sin embargo SEP implica que
la decisién de medir X, o P, no debe alterar de ma-
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nera alguna la existencia de un ERF de la particu-
la 1. Por lo tanto ambas cantidades X, y P, son ERF.
4. EI FMQ impide asignar valores precisosa X, y P,
porque estos no conmutan resultando entonces la
negacién de COM. Queda asi demostrado el teo-
rema que se puede expresar en forma mds equi-
librada:

Es asombroso que todas las alternativas que
surgen de este teorema implican un violento cam-
bio en nuestros esquemas de pensamiento. Se han
estudiado sistemas l6gicos alternativos ala LC con
una estructura de reticulado modular ortocomple-
mentado®. Sin embargo esta alternativa no parece
ser posible, ya que el desarrollo de estas légicas
cuénticas utilizan ala LC que se pretende reempla-
zar. Que el FMQ sea falso es extremadamente difi-
cil, dado el extraordinario éxito de este formalismo
en sus predicciones. Negar RD fue la respuesta de
Bohr* a EPR. Esta alternativa es indeseable por
sus inevitables implicaciones subjetivas y, mas
ain solipsistas. Lano COM fue propuestapor EPR,
generando intensa actividad en las teorias con va-
riables ocultas. Investigaciones ulteriores han re-
sultado sin embargo, en que esta alternativa sola
no es suficiente, ya que la violacién experimental®
de las desigualdades de Bell® derivadas con varia-
bles ocultas indica que éstas deben ser no locales
introduciendo “por otra puerta” a la no SEP. Que-
da por lo tanto la violacién de SEP como alternati-
va asombrosa pero quiz4s inevitable.

En un trabajo reciente se ha demostrado que la
misma estructura légica del argumento de EPR
puede ser aplicada a otro sistema fisico obteniendo
de esta manera otra conclusién asombrosa: El es-
pacio fisico, 0 sea aquel espacio de la posicién, de la
ubicacién de una particula, no es adecuadamente
representado por R . Para demostrar esto haremos
tres definiciones.

1. El observable A es Fisicamente Independien-
te (FI) del observable B (A.F1.B.), si para todo par
de valores (a,b) tales que a es un posible valor del
observable A y b lo es de B, existe un experimento
para medir o alterar la propiedad A = a que no mo-
difique en forma alguna a la propiedad B = b. No-
temos que la relacién FI es simétrica, no reflexiva
y no transitiva. Ademds de esto se debe notar que
larelacién FI no es equivalente alarelacién de con-
mutacién. A.FI1.B - [A,B] =0, pero lo opuestono es
vélido. (En esta expresién se designa con el mismo
simbolo, Ay B al observable y a su operador asocia-
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do. Imprecisién que no debe crear confusién).

2. Un observable vectorial V=(V,V,, V,) es Ra-
Local si Ve Ra (o sea transforma como un vector) y
Vi.FI.Vj Vi#j (o sea sus componentes son FI). En
forma similar se define Rz - Loc.

3. Si puedo predecir con exactitud el valor de un
observable A midiendo o alterando Gnicamente a
observables FI de A, entonces existe un ERF aso-
ciado al mismo. Esta definicién de ERF se diferen-
cia de la dada por EPR, en el sentido que estos re-
quieren no alterar en nada al sistema mientras que
aqui se tolera la alteracién de observables FI al ob-
servable en cuestion. A igual que la definicién de
EPR, esta definicién estd sustentada por el postu-
lado filoséfico RD, ya que supone la existencia de
cosas sin una observacién directa de ellas.

Con estas definiciones podemos aplicar el esque-
leto 16gico del argumento de EPR a un sistema fisi-
co diferente. Notemos que, en lo que respecta a la
descripcién matemadtica, el sistema formado por
una particula en dos dimensiones. Ambos sistemas
estdn descriptos por X, X,P P,. En el primer caso
X,y X, son las posiciones de dos particulas diferen-
tes y en el segundo son las coordenadas ortogona-
les de una particula. Los cuatro pasos del argumen-
to de EPR pueden repetirse ahora aplicados al sis-
tema de una particula en un plano cuyas coordena-
das ortogonales son X X, y cuyas componentes del
impulso son P, y P,. Debido a que las cantidades
D=X,-X,y P =P, +P, conmutan (corresponden
aqui a una coordenada girada y al impulso ortogo-
nal ala misma), se prepara al sistema con un cono-
cimiento preciso de ambas. 1. Midiendo X, y supo-
niendo X F X, puedo predecir con exactitud
X, =D+ X, siendo por lo tanto ERF(X)). 2. Similar-
mente se obtiene ERF (P)). 3. Rz - Locy FI impli-
can que la decisién de medir X, o P, no debe alterar
los ERF enla direccién 1, 0 sea ERF (X,,P). 4. FMQ
no puede asignar valores precisos a X, y P, simul-
taneamente siendo por lo tanto no completa. Es-
cribiendo este resultado en forma simétrica se
obtiene:

—~ILCv—~FMQv—RDv-~COMv—Rz-1loc. (3)

La dltima alternativa significa que las coorde-
nadas de la posicién y del impulso no pueden ser FI
entre si aunque sean elegidas ortogonales ponien-
do en cuestién si Ra es una representacién adecua-
da para el espacio fisico.

El argumento del EPR y el resultado anterior

son dos casos especiales del teorema que se de-
muestra a continuacién.
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TEOREMA

En una postura RD, suponiendo la validez de la
LCy del FMQ, si ésta es COM entonces los grados
de libertad del sistema no son FI.

DEMOSTRACION

Sean Q, y P, k=1,2,... N los observables asocia-
dos a N grados de libertad y sus impulsos canénicos
correspondientes. E1 FMQ postula las relaciones
de conmutacién usuales [Q,, P,] = ih3 . Nueva-
mente usamos el mismo signo para observables y
operadores. Designemos por GFI al postulado que
los grados de libertad sean FI. Esto es, Q,.F1LQ,
P.FLP, Q.FLP, P _FLQ Vk#ryqueRFLSy
R.FL.T — R.FL(S + T) siendo R, S, T coordenadas o
impulsos. Sean (A,)y (B,) dos conjuntos de N nime-
ros tales que

3 A,B,=0

y que existe al menosun s tal que A, #0y B_ # 0.
Con estos nidmeros definimos dos observables
A=3AQ, yB=2XBP.Debido a que [A,B]=0,es
posible preparar al sistema con valores precisos pa-
ra A y B. Repitamos ahora los cuatro pasos: 1. Mi-
diendo Q, puedo predecir con exactitud la cantidad
a=A - AQ, GFI implica Q_FL.a entonces es
ERF(a). 2. Midiendo P, puedo predecir con exacti-
tud p = B- B P,y similarmente GFI implica ERF(f)
3. GF1implica ERF(0,pB). 4. FMQ no puede asignar
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valores precisos a oy p ya que [o,] = ihA B, impli-
cando su no completitud. Queda asi demostrado el
teorema, que escrito en forma simétrica es:

—|DC VﬂFMQVﬁRDV—\COMVﬁGH (4)

La conclusién que los grados de libertad no son fi-
sicamente independientes significa no poder aislar
propiedades independientes del resto en un siste-
ma. Todas las propiedades de un sistema formari-
an un conjunto inseparable y ligado por interaccio-
nes desconocidas. Esta conclusién es dificil de acep-
tar, pero es necesaria si no se aceptan las otras al-
ternativas o sino se encuentra un error en el argu-
mento de EPR.
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