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Se analizan las condiciones de solubilidad parcial en mecé4nica cudntica por medio del método de
factorizacién. Aislando las singularidades de 1a derivada logaritmica de 1a funcién de onda se de-
sarrolla un procedimiento sistemdtico para construir soluciones exactas para la ecuacién de
Schrédinger. La existencia de soluciones exactas requiere la verificacién de relaciones de consis-
tencia entre las constantes de acoplamiento que definen el potencial.

Los potenciales exactamente solubles en mecd-
nica cudntica son de indudable interés tanto por su
significado intrinseco como por su utilidad practi-
ca para ponderar la calidad de métodos numeéricos,
tratamientos perturbativos o aproximaciones se-
micldsicas. El concepto usual de hamiltoniano so-
luble implica el conocimiento exacto del conjunto
completo de autofunciones y el espectro correspon-
diente. Los potenciales que satisfacen tal criterio
son relativamente pocos, y estdn contenidos en su
mayoria en la clasificacién de Infeld y Hull'?, ade-
mas de los relacionados con estos por el método de
Abraham y Moses®. También la supersimetria* ha
sido utilizada para estudiar el problema de solubi-
lidad en mec4nica cudntica, como una consecuencia
del concepto de invariancia de forma supersimétri-
ca’. Sin embargo, recientemente se ha demostrado®
que este enfoque es completamente equivalente al
método de factorizacién'?,

En los ultimos afios ha habido un interés cre-
ciente en una categoria mas amplia de potenciales
solubles: aquéllos que tienen sélo un subconjunto
exactamente soluble de autofunciones. Porrazones
de espacio, para los antecedentes histéricos referi-
dos al lector a las Refs. 7-20 en nuestra Ref. 7.

En el presente trabajo presentamos un esquema
simple y sistemdtico para tratar el problema de so-
lubilidad parcial, utilizando el método de factoriza-
cién. Las condiciones bajo las cuales la solucién
puede ser expresada en forma cerrada, emergen
naturalmente para una familia amplia de poten-
ciales. El esquema se basa en el an4lisis de la deri-
vada logaritmica de la funcién de onda y(x), y en el
uso explicito del cardcter simple de los cercos de la
dltima. A continuacién presentamos brevemente
el método.

En la ecuacién de Schridinger unidimensional,
eligiendo el sistema de unidades talque 2u=h =1

(%(wx)-E)) =0 ®
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El operador diferencial de segundo orden siem-
pre puede factorizarse en el producto de dos opera-
dores de primer orden!?

g{_+ g(x)) (d_i--g(x)) W)= 0, @)

donde g(x) es la derivada logaritmica de la funcién
de onda, o equivalente

w(x)<exp f dyg () 3)

Reemplazando la Ec. (3) en la Ec. (1) se obtiene la
siguiente ecuacién de Ricatti para g (x):
gix)+gx)=V(x) - E 4)
Si nos concentramos en el espectro discreto (su-
pondremos que V(x) admite estados ligados), las
funciones de onda normalizables y _(x) correspon-
dientes al n-ésimo estado excitado tienen, de acuer-
do a la teoria de Sturm-Liouville?, n ceros simples
{x},_ 5 .., sobre el eje real en el dominio fisico
x-<x <x_. Porlo tanto g(x) tiene n polos simples con
residuoiguala 1 (ver Ref.8)enx=x paraj=1,2,
..., n. Sin pérdida de generalidad resulta til es-
cribir

g.0=8x+ Y 1

j=1X-X.
J=1 )

(5)

donde tanto g_(x) como g (x) son reales en el domi-
nio fisico (x, x ); ademads, g (x) es regular y su pri-
mitiva diverge en la frontera

tim [ dy )=~

X=X,

(6)
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para garantizar la normalidad y continuidad de la
funcién de onda.

Insertando la Ec. (5) en la Ec. (4) y descompo-
niendo las expresiones resultantes en fracciones
simples, es inmediato obtener

BAX) + BX) + 2 2 =V®)-E (D
j=1
donde hemos definido
_ -1
L= Z (Xk 'Xj)
k=1Lk#
paraj=1, 2, ..., n, junto con oo = =0.

Siel potenc1a1 V(x) es regular en x x de la Ec.
(7) resulta necesario que se verifique la 1gualdad

gx) =G, (x, x,, ..., X)), i=14,2,...,n (8)
o sea que la posicién de los ceros de la funcién de on-
da est4 definida por la componente regular g(x) de
la derivada logaritmica.

El sistema de ecuaciones no lineales acopladas
(8) puede tener mas de una solucién. Sital es el ca-
s0, cada una de las soluciones tendr4 sélo m de sus
n elementos en (x, x_). Asi, atin cuando original-
mente considerabamos una autofuncién con n no-
dos, las distintas soluciones al sistema (8) corres-
ponden a funciones de onda del espacio de Hilbert
con m < n nodos. En otras palabras, cuando nos re-
ferimos ala Ec. (5) no estamos hablando necesaria-
mente del n—-ésimo estado excitado, sino de una fa-
milia de funciones de onda con n ceros en el plano
complejo y m nodos en el dominio fisico.

Para una clase muy amplia de potenciales, que
incluye a los racionales

M
V()= Z v, %
j=-2L

la ecuacién diferencial (7) para g (x) resulta m4s
sencilla de resolver que la correspondiente Ec. (4)
parag (x). Cabe acotar que si L > 1, el dominio fisi-
coes (x, x,) = (0, o).

De acuerdo con la Ecs. (3) y (5), una funcién de
onda tendrd una expresién cerrada siy sélo si g (x)
tiene primitiva expresable en forma cerrada. En el
caso particular de los potenciales racionales y por
ser g (x) regular proponemos

9

W= Y a x (10)

k=-c0
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ReemplazandoenlaEc.(7) se veinmediatamen-
te que, primero, tal desarrollo es finito, 0 seaa, =0
parak <-Lyk>M,y los coeficientes {a,}  _, . S€
obtienen univoca y sistemdticamente a partir de
las constantes de acoplamiento {v,} mediante sim-
ples relaciones de recurrencias’. En definitiva, g (x)
queda absolutamente especificada por las constan-
tes de acoplamiento {v,} y eventualmente (cuando
M =0)n. Las funciones de onda resultan por lo tan-
to

LA (x)ocxa-IH (x- x)exp Z

k=-Lk=1

akxk+1
k+ 1

(11)

donde los ceros {x},_, ,  sedeterminan resolvien-
do las Ecs. (8). Como se dljo anteriormente es posi-
ble que haya més de un conjunto de solucionesy con
ello una familia de funciones de onda y_*™ (x) con
m < n nodos. La energia de los estados en cuestién
resulta

EV=v, (an+ (2n +la, +
minLLM

12 Y aa, +z akzxm)

k=-minLM

(12)

Segundo, ciertas relaciones de consistencia, en
ndmero igual a (L + M - 1), deben satisfacerse en-
tre las constantes {v,}:

min L+k,M

2 Ay

-min M-k

=2f“k+(k+ 1)ak+1+

(13)

=V (Vo e ViV Y

-L-1? TM? 00t ZM)

L<ks<M-1y k#0

donde hemos definido

2 zxmkl k>0

m=k+1
M n

=Y o, 3wk, k<o

m=-L j=1

(14)

junto con f° = 0. En cuanto a estas relaciones de
vinculo, necesarias para garantizar ls olubilidad,
existen tres posibilidades:

* No existen tales vinculos, y por lo tanto el hamil-
toniano es estrictamente soluble. Esto ocurre
cuandoM=1,L=0)6(m=0,L=1)yenel ca-
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50 simétrico para(M=1,L=1).

¢ Losvinculosdependen exclusivamente de n. Las
distintas soluciones a las Ecs. (8) corresponden
aunafamilida defunciones de onda con m<nno-
dos. Esta situacién se presenta para el potencial
séxtico simétrico en su versién 1Dy 3D (M = 3,
L=0,1).

¢ Losvinculos dependen de la posicién de los ceros
{x;} y, por lo tanto, distintas soluciones de las
Ecs. (8) corresponden a funciones de onda de dis-
tintos potenciales. En este caso el subespacio
exactamente soluble se reduce a un dnico auto-
estado.

Queremos remarcar que hasta el momento no
hemos explotado eventuales simetrias. En particu-
lar si V(x) esinvariante ante reflexiones respecto al
origen, o sea V(x) = W(u = x?) la funcién g(x) es im-
pary todas sus singularidades est4dn o bien sobre el
eje imaginario (de a pares complejos conjugados), o
bien sobre el eje real simétricamente ubicadas res-
pecto de x = 0. Aprovechando la simetria del proble-
ma su resolucién se ve simplificada’.

Ejemplos para distintos valores de L y M, expli-
citando las funciones de onda y energias correspon-
dientes, han sido detalladamente analizados en la
Ref. (7).

Cabe destacar una natural generalizacién al es-
quema aqui planteado, que permite ampliar sus-
tancialmente la familia de potenciales parcialmen-
te solubles. Para ello basta proponer en lugar del
ansatz (5)

N .
g, (xN)=gx) + 2 }:_Jz (15)

=1 )

definida real sobre el eje real (SiIm z #0 entonces
z* , también es un singularidad o cero de g (x) y de-
be aparecer en uno de los términos de la Ec. (15).)
con n polos simples en el dominio fisicoy N - n sin-
gularidades fuera del dominio fisico:
Z,=X € (x,x)y v, = 1, j=12,..,n<N

(16)
z, ¢ (x, x) j=n+1n+2 ..,N.
Ello dalugar a una familia de funciones de onda de
la forma

akxk+1

a7n
k= -Lke1 (k+ 1)

N
Y, (x) o xa1 H (x- zj)"j exp
i=t

y candidatos posibles para admitir solubilidad son
potenciales racionales mas generales que los conte-
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nidos en la Ec. (9).

El método presentado permite un estudio siste-
mético del problema de la solubilidad parcial en
mecdnica cudntica. Se basa en la aislacién de los
polosdeladerivadalogaritmica delafuncién de on-
da. Hemos demostrado que la componente regular
g(x) caracteriza en forma univoca el subespacio so-
luble, determina la posicién de los nodos de la fun-
cién de onday satisface la ecuacién de Ricatti 7 que
es mas simple que la correspondiente para g (x). La
analiticidad de 1a funcién g (x) es el elemento clave
para determinar su forma funcional. Esto da una
gran generalidad al esquema propuesto proveyen-
do un enfoque integrador al problema de solubili-
dad parcial.

Cabe sefialar la posibilidad de extender el estu-
dio de solubilidad a una familia m4s amplia de po-
tenciales, mediante transformaciones de similari-
dad o bien mediante el esquema supersimétrico®.

Otra caracteristica de este método es que puede
usarse en sentido inverso; esto es, para definir po-
tenciales parcialmente solubles a partir de una
funcién g (x) que cumpla las condiciones necesa-
rias para representar una funcién de onda razona-
ble. permitiendo un nimero manejable de pardame-
tros libres, el potencial definido por la Ec. (4) podri-
autilizarse para obtener soluciones aproximadas a
problemas no exactamente solubles, mediante un
tratamiento perturbative® o semicldsico!®. Estos
aspectos se encuentran actualmente bajo estudio.
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